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3 Erhaltungssatze und die Herleitung der drei Kepler-Gesetze



2-Korperproblem-Gravitationsgesetz
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3 Newton’schen Axiome

Tragheitsgesetz: Ein kraftefreier Kérper bewegt sich geradlinig
gleichférmig.

Definition des Impulses:

[N

p=mv=mr

Aktionsprinzip(Impulsanderung): Wenn eine Kraft F auf einen Koérper mit der
Masse m (konstant) wirkt, beschleunigt sie ihn mit:

da_d( L)_;d + d;_ 5L
dtp_dtm r —rdtm mdt =mr=ma-=
Actio=Reactio:

Fye = —Fy;

Mit dem Schwerpunktsatz:

M- R =Y m7, R-Ortsvektor
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Konstante der Bewequngq:
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Addition der beiden Konstanten ergibt:

mlfl + mzfz =0

Es handelt sich hierbei um ein 2- Kérperproblem, wobei die Kraft gleich die zweifache
Ableitung nach der Zeit ist:

2
myr + mpr, = ) (myry + myry)

Losung der Differentialgleichung durch 2fache Integration in der Zeit:

1.Integration

% (My7y + Myty) = myr; + myT, = Py + Py = ¢ = Pges = Impulserhaltung
=>» 3 Komponenten von ﬁGes : 3 Konstanten der Bewegung

2.Integration
C, ist der Schwerpunkt.
Dies kann man auch ausdriicken durch:
My + My = Gy t+Cy = Pgps -t + Gy
Wenn nun nach der Zeit abgeleitet wird, erhalten wir erneut unsere Impulserhaltung.

=>» Wir erhalten also 3 Komponenten fiir ¢,: 3 Konstanten der Bewegung



Betrachten wir nun:

paS

mr; = —3T |:m1|

Wir erhalten:

Die Gesamtgeschwindigkeit ergibt sich aus den Teilgeschwindigkeiten:

2 2 2 Gmy Gm, . Gr
T EnRon=- T -3 r=—r—3(m1+m2)

my+my, =Mgeg =M

Nun bilden wir:

Nach der Produktregel gilt folgende Betrachtung:

CExR)=(Fx)e(Fxi )=7xF

Es ergibt sich:
d . -
d—t(r X r) =0

Betrachten wir nun noch zusatzlich die Massen, konnen wir aber schreiben:
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MG XM= T EXP) =0 |m

Das Kreuzprodukt einer Strecke und eines Impulses ergibt den Drehimpuls L. Dadie Ableitung L=o0

ist, ist L = const
d = - .
E(?Xf))zOHLzO - L =¢c5 = const

=>» Drehimpulserhaltung:
3 Komponenten des Gesamtdrehimpulses : 3 Konstanten der Bewegung

2-Korper brauchen insgesamt 12 Komponenten zur eindeutigen Beschreibung
- 3 Impulserhaltung

- 3 Schwerpunktsatz

- 3 Drehimpulserhaltung

- 1Energieerhaltung

Konstante der Bewequngq: Energie:
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" Gmm, . | ..
myr, = 3 r | T
Nun addieren wir unsere neuen Produkte:
my 17y + myiyr; (1)
Setzen wir nun die Konstanten der Bewegung ein:
N o Gmm, .. Gmm, . Gmm, 11,. . 1., .
m1T1T1 + m2T2T2 = T3 TT1 - 1"3 TTZ = T—z ;(T . Tl) _ = (T Tz)

Nunistaberr =7, — 75 :

LI L) - i) = e (@) - (@ - 5]

Nebenrechnung:

Wenn wir nun die Kettenregel in folgender Art betrachten:

dt(rl ) = 27”17”1

Angewandt auf unseren gesamten Entfernung ergibt das:



- 1 d —_ —_ SN —_ A A
_E&(TZ) = _E&[(Tz - T1)2] =—(r; — T1)(7’2 - T1)
Rechnen wir nun die Klammer aus und klammern ein Minus aus erhalten wir:

_EE(TZ) =7 - T — (15 — )7,

Das heildt, dass wir in unserer obigen Rechnung den Endterm wie hergeleitet ersetzen
kdnnen:

d Zz:mi Y Gmmy, 1 1d ]
dt \ 4 - 2 T 2r2 r Ldt )
1=

Nebenrechnung:

Fir die linke Seite der Formel gilt:

2 2
d ml m; EET TSN TERN
dt T = 72 . Ti . Ti = m1T1T1 + m2T2T2
i i=1

=1
Es gilt nach Kettenregel:

1

d az]_lz Ny
" dt(r)_r T =27

Nun ist aber noch nach der Kettenregel:

amy_ 1. . w2y
%<;)——T—ro er aucn —r E(—) r

Es ergibt sich aus dem ersten Term:

d‘z—z— i d(l)
g ==ty
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Dies kdnnen wir verwenden und in unsere Ausgangsgleichung einsetzen

Bt )= - o g )
dt (Z ) T 2rz 2r dt

Nach dem Kirzen erhalten wir:
dt - iy dt \r
i=

o . d
Rechte Seite riiber ziehen und = ausklammern:

Dies ist erneut eine Differentialgleichung erster Ordnung, die durch Integration gelost
werden kann:
m; ., Gmum,

Eges = 71”1- - - const = ¢,

=> Energieerhaltung: 1 Komponente

Die letzen zwei Komponenten beschreiben die Ellipsenbahn, sind also Bahnparameter a, die
grofRe Halbachse, und b, die kleine Halbachse. Zusammen bendtigen wir also 12
Komponenten um ein 2 Koérperproblem zu beschreiben.



2-Korperproblem-Kepler-Gesetz

Also wir betrachten nun den auf der ersten Seite aufgefiihrten Schwerpunktsatz (Quelle: Der
Neue Kosmos 1982 ) fiir 2 Kérper

2
M:-R = z mkfk = mlfl + mzfz
k=1

Fiir den Ortsvektor R des Schwerpunktes des Systems gilt folglich:

myr; + m,r,

R = (_)MR=m1F1+m2F2

Betrachten wir nun wieder unsere zum Anfang gemacht Differentialgleichung:

2 2

F (m11_”\1 + mzfz) L d MR = F (m11_”\1 + mzfz) = O

Diese Gleichung ist gleich Null, weil wir den Koordinatenursprung in den Schwerpunkt legen.
Damit also keine triviale Losung rauskommt (M=0), muss R=0 sein.

Diese Erkenntnis kann man anwenden, um die 3 Kepler-Gesetze herzuleiten.

1.Kepler-Gesetz:

. Gm . - L o A
r = —FT |>< L=x(rx p) =X (m(r x r))l
Es ergibt sich:
o - sz_\ N kN
rx L= — T X (rXxr)

r3
Nach dem GraBmannschen Entwicklungssatz (BAC-CAB-Formel) gilt fir 7 X (7 X ?) :
G

2 . .
e UCRLGRY)

Das - ist hierbei das Skalarprodukt, dass heil3t, dass aus zwei Vektoren ein Skalar entsteht:

G m?

3 [Fri’ - 7&7,2]

Ausklammern und umstellen ergibt:
G m?

= [Ff”—?r]=6m

ZT'T'—T'T'

r2



Nebenrechnung:

Nach der Quotientenregel gilt:

dr 7rr—r7r

dtr ~ r2
Einsetzen ergibt:

dr
=Gm*—-—
dtr

v - dr

rX L= Gm?>—- |: Gm?|
dtr

Daraus ergibt sich:

1 d = Z)— dr
szdtr T dtr

Und das ist erneut eine Differentialgleichung, die wir durch Integration I6sen kdnnen.

N N

e T o
r X =—+4+const=—+ ¢ce
(rx1)=- -

Gm?

Wobei ¢ der Betrag der Konstanten ist und e der dementsprechende Einheitsvektor.

Wir multiplizieren nun alles mit 7:

Gm?2
1 . 1 -
i (FxL)= =L (fx71)
Erweitern mitm
m
= - N 1 m_ N N 1 —_—
szL-(r X r)=Gm2 EL'(T X T') = s I* = const = P
Betrachten wir die andere Seite:
(GEED) r?

+ e(F-§)=?+ g(r-e)=r+ ¢|l||r|cosp =P



So entsteht das 1. Kepler-Gesetz:

= : d ell fur ELL v !
T=1T. 050 oder speziell fur Ellipsen T3 1

— g2

Dies ist eine Ellipsengleichung mit € als Bahnexzentrizitdt und ¢ als wahre Anomalie

Fir die grolRe Halbachse a, die numerische Exzentrizitdt c und die Entfernung r ergibt sich:

a=c+rcosp

Mit ¢ = 0:
a=c+r
P
r= —— ersetzenund € = -
14+ cos¢ a
P c
a=c+ = |-(1+;)
a
2
atc=c+=+P ||
2
a=—+P |: al
2 2] 2
1==+- -=
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c? c?
1-==3 ol [a-5
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2.Kepler-Gesetz:

Ansatz: Drehimpulserhaltungssatz
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Um eine Flache zu berechnen, die durch Vektoren erzeugt wird, benutzen wir den Span:
1,.
dF = 5 |r X dr|

Gesucht ist nun die Flachengeschwindigkeit

dF 1|, dr
—_— = X —_—
ac - 2| " dt
Mit m erweitert:
dF _ 1 7 x 5| = 4
dat _ 2m' T PIT

Nach Kepler tiberstreicht man gleiche Flache in gleicher Zeit, also muss A=const. sein. Wenn
wir also nach der Zeit ableiten, also eine Konstante ableiten, missten wir Null erhalten.

d 1 a2,
dizm” C P T g

dA_dZ_d( =0
dt” Tdtam de oY T



3.Kepler-Gesetz:

Wir betrachten die Flache einer Ellipse:
T T
dF
n-a-b=fEdt=fAdt=A(T—0)=AT
0 0

Wobei A gegeben ist als Flachengeschwindigkeit A = ﬁ und T als Umlaufzeit.

Mit dieser Erkenntnis gehen wir an das 1.Kepler-Gesetz:

= L d — =
Gm3 1— &2 a € Gm3a

Esfolgt mit b = a./(1— &2):

LT
—=m-a-b=m-a-aJ(1—¢€2) =m-a?/(1—¢e?)

2m

Einsetzen und nach T auflésen ergibt:

T? 4rm?

a3 Gm

Das dritte Kepler-Gesetz kann man auch iber Radialkraft und Gravitationskraft bestimmen!!!
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