Beschreibung des

                                           kosmischen Staubwachstums

mittels einer

                                                                                                             mehrdimensionalen

                                                                    Staubverteilungsfunktion

von

Christian Hoffmann

vorgelegt als Diplomarbeit am Institut für Astronomie und Astrophysik des

                                                    Fachbereichs 4 (Physik) der Technischen Universität Berlin

3. Februar 1998

Betreuer

Prof. Dr. E. Sedlmayr

1 EINLEITUNG ................................ ................................ ................................ ........... 3

2 THEORETISCHER TEIL ................................ ................................ ......................... 5

                2.1 Eindimensionales M omentenverfahren ................................ ................................ ................................ ..... 5

                2.2 Die mehrdimensionale Verteilungsfunktion ................................ ................................ ............................ 10

                2.3 Die M astergleichung ................................ ................................ ................................ ................................ .. 14

                2.4 Das mehrdimensionale M omentenverfahren ................................ ................................ .......................... 18

                2.5 Die Lösung der Gewichtungsbedingung ................................ ................................ ................................ .. 24

                2.6 Spezialfall für ein M omentensystem ................................ ................................ ................................ ........ 27

                2.7 Das Geschwindigkeitsfeld im k-Raum ................................ ................................ ................................ ..... 29

                2.8 Die Kontinuitätsgleichung ................................ ................................ ................................ ........................ 31

                2.9 Das M omentenverfahren über die Kontinuitätsgleichung ................................ ................................ ..... 37

                2.10 Numerische Behandlung der Kontinuitätsgleichung nach der Charakteristikenmethode ................ 40

                2.11 Irrwege ................................ ................................ ................................ ................................ ...................... 44

3 ANWENDUNGEN ................................ ................................ ................................ .. 46

                3.1 Wachstum und Drift homogen zusammengesetzter Staubteilchen ................................ ........................ 46

                3.2 Wachstum unterschiedlich geformter Staubkörner ................................ ................................ ................ 52

                3.3 Heterogenes nicht stöchiometrisches Staubwachstum ................................ ................................ ........... 56

4 SCHLUSSBETRACHTUNG ................................ ................................ .................. 59

5 ANHANG ................................ ................................ ................................ ............... 62

                5.1 Anhang A: Berechnung der M omentengleichung für einen Ordnungsparameter .............................. 62

                5.2 Anhang B: Quasilineare partielle Differentialgleichung 1.Ordnung ................................ .................... 65

                5.3 Anhang C: Lösung der Kontinuitätsgleichung für SiO-Staub ................................ .............................. 70

6 LITERATURVERZEICHNIS ................................ ................................ ................... 72

7 DANKSAGUNG ................................ ................................ ................................ ..... 73

1  EINLEITUNG

Die meisten Theorien über die Entstehung unseres Planetensystems nehmen an, daß das Son-

nensystem aus einer Scheibe kondensierenden Gases und Staubes entstanden ist [1 ]. Geht man

nun der Frage nach, wie der in der Materiescheibe enthaltene Staub entstanden ist, wird man

sofort mit der Frage der kosmischen Staubbildung konfrontiert. Ein weiteres Indiz zur kosmi-

schen Staubbildung erhält man durch die Spektralana lyse Roter Riesen. Dort macht sich Staub

durch den sogenannten Infrarot-Exzess bemerkbar [2 ]. Der Staub wandelt dabei kurzwellige

stellare Strahlung in langwellige IR-Strahlung um. Aufgrund der vielfältigen Erschei nungs for-

men des Staubes im Kosmos hat sich die kosmische Staubbildung zu einer Teildiszi plin der

Astrophysik ent wickelt, welche die folgenden Fragestellungen behandelt: Wie ent steht Staub?

Welches sind seine physikalischen Eigenschaften?  Und welche physikalischen Auswir kungen

hat er auf einen Stern, sein Spektrum und dessen Umgebung oder andere astrophysikalische

Objekte?

Die wichtigste Eigenschaft des Staubes ist die Größe, Anzahl und Zusammensetzung seiner

Staubkörner. Die ma thema tisch einfachste Beschreibung der ersten beiden Eigenschaften be-

steht in der Verwendung einer Vertei lungsfunktion f ( N , t ) . Sie gibt an, wieviele Staubteilchen

N  Monomere (Atome oder Mole küle) zur Zeit t  enthalten. Die zeitliche Entwicklung der Ver-

tei lungsfunktion wird durch eine Mastergleichung beschrieben. Sie stellt ein gekoppeltes Dif-

fe rentialgleichungssystem dar, das mit einer Ratenbilanz die phy sikalischen und chemischen

Re aktionen in Rechnung stellt. Durch die Komplexität der Reakti onsraten ist es prak tisch un-

mög lich die Mastergleichung für alle N  zu lösen. Daher sind verschiedene Näherungsmetho-

den entwickelt worden, um die Verteilungsfunktion be stimmen zu können. Eine dieser Me-

thoden ist das Momentenverfahren von GAIL & SEDL M AYR, das die Mastergleichung in ein

über schaubares System von Momentengleichungen überführt [3 ]. Momente sind Mittelwerte

von Potenzen von N  über die Verteilungsfunktion. Aus den Mo menten läßt sich dann die

Staub verteilungsfunktion berechnen.

Jetzt will man aber weitere physikalische Eigenschaften (z.B. Form und chemische Zusam-

men set zung) in die Verteilungsfunktion integrieren, d.h. man benötigt eine mehrdimensionale

Ver teilungs funktion, z.B. f ( N ,
e
, t ),  wobei
e
 für die Exzentrizität der als ellipsoid gedachten

Staub körner steht. Auch hierfür läßt sich eine Mastergleichung angeben, die aber noch

schwieriger für den relevanten Parameterbereich zu lösen ist.

Ziel dieser Arbeit ist es daher, ein Momentenverfahren für eine mehrdi mensionale Vertei-

lungs funktion zu entwickeln. Es stellt sich dabei heraus, daß in diesem Falle ein Momenten-

verfah ren nur dann durch führbar ist, wenn an die Reaktionsraten bestimmte Bedingungen ge-

stellt wer den. Da diese Bedingungen eine enorme Einschränkung an die Anwendungsvielfalt

dar stellen, wird in dieser Arbeit noch eine weitere kontinuumsmechanische Methode vorge-

stellt, die eng mit der von KRÜGER, WOITKE & SEDL MAYR 1995 verwandt ist [4 ]. Dieses

Ver fahren läßt sich dann auf be lie bigere Raten anwenden.

Die Arbeit ist unterteilt in einen theoretischen Teil und einen Teil in dem die Anwendungen

der Methoden vorgestellt werden. Der theoretische Teil faßt zunächst kurz das eindimensio-

nale Momenten verfahren zusam men, weil es das Fundament des mehrdimensionalen Verfah-

rens bildet (Kapitel 2.1 ). Darauf folgt eine Diskussion der mehrdimensionalen Verteilungs-

funktion und eine allge meine Darstellung der Mastergleich ung (Kapitel 2.2  und 2.3 ). Die De-

finition der Momente führt dann auf die Momentengleichungen mit den Bedingungen der

Gewich tung (Kapitel 2.4 ), dessen Lösung auf die oben angesprochene Einschränkung führt

(Kapitel 2.5 ). Es wird noch darauf hinge wiesen, daß diese Bedingung umgangen werden kann,

wenn es be züglich der Pa rameter nur unab hängige Übergänge gibt (Kapitel 2.6 ). Es folgt dann

die Defi nition des Ge schwindigkeitsfeldes und die Herleitung der Kontinuitätsgleichung so-

wie eines analytischen Lösungsverfahrens (Kapitel 2.7  und 2.8 ). Mit Hilfe der Kontinuitäts-

gleichung wird dann in Kapitel 2.9  nochmals der Versuch unternommen ein Momentenglei-

chungssystem aufzustellen. Dann wird ein Blick auf die numeri sche Behandlung der Konti-

nuitätsgleichung geworfen (Kapitel 2.10 ) und schließlich werden einige Ansätze vorgestellt,

die nicht zum ge wünschten Ziel geführt haben (Kapitel 2.11 ).

Der anwendungsbezogene Teil behandelt einige ausgewählte astrophysikalische  Staubwachs-

tumsprobleme wie driften der Staub (Kapi tel 3.1 ), Formbildung (Kapitel 3.2 ) und heterogene

Zusammensetzung (Kapitel 3.3 ). Der Schwerpunkt in dieser Di plomarbeit liegt mehr auf einer

analytischen Behandlung als auf einer numerischen Lösung. Die Kapitel im Anwendungsteil

enden daher meist mit der gelösten Kontinuitätsgleichung.

In der gesamten Arbeit wird die Verteilungsfunktion in EULERschen Koordinaten dargestellt.

2  THEORETISCHER TEIL

2.1  Eindimensionales M omentenverfahren

Um das Prinzip des mehrdimensionalen Momentenverfahrens zu verstehen, wollen wir uns

zu nächst das eindimensionale Momentenverfahren anschauen, wie es z.B. in meiner Studien-

arbeit aus gearbeitet ist [5 ]. Man geht dabei von der Mastergleichung

( )

¶

¶
f k t

t

R k k k t R k k k t

i i

i

I
( , )

( , ) ( , )

= - ® - ® +
å

( 2.1 . 1 )

aus

                      1

                            . f ( k , t )  bezeichnet eine eindimensionale Verteilungsfunktion mit beliebigem Parameter k .

   R k k k t

                                                      i

             ( , )

                                - ®
                                                                                                                 steht für die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, daß eine Reaktion

von k k k

                                                                 i

                                             - ®
                                                                                                            stattfindet, also die Teilchenzahl im Zustand k  erhöht wird. R k k k t

i

( , )

® +

steht für die Über gangswahrscheinlichkeit der Reaktion k k k

i

® +
. Der Index i  numeriert

alle möglichen Reaktionen durch, wobei k

i

 die Schrittweite der Reaktion darstellt. I  ist die

Zahl der be trach teten Reaktionen. Die nach stehende Skizze illustriert die Übergänge.

k

i

< 0
k

i

>0
k + k

i

k

k

-
 k

i

                                       Abbildung 2.1 . 1 : Schematische Darstellung der in der Mastergleichung auftretenden Übergänge für

                                       ein i . Die Pfeile kennzeichnen jeweils die Summe aller möglichen Reaktionen, die diesen Übergang

                                       vollziehen (z.B. verschiedene chemischen Reaktionen, die das Staubkorn jeweils um ein k  erhö-

                                       hen).

Die Raten besitzen eine natürliche funktionale Struktur: Sie sind proportional zur Verteilungs-

funk tion des Ausgangszustandes, also

R k k k t k k k t f k k t

R k k k t k k k t f k t
i i i

i i

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ).

- ® = - ® -

® + = ® +
w

w

( 2.1 . 2 )

  w
              ( , )

                     k k k t

                                                      i

                                 - ®
                                                                                                                 steht für die Einteilchenübergangsrate, also für die Wahrscheinlichkeit (pro

Zeiteinheit) daß ein Teilchen bzw. Staubkorn die Reaktion k k k

i

- ®
durchmacht. Dabei sind

1
     Die Mastergleichung (2.1.1)  ist bewußt mit der lokalen zeitlichen Änderung der Verteilungsfunktion formuliert

(EULER-Koordinaten).

in dieser Größe alle möglichen Übergangsraten aufsummiert, die den Übergang k

i

 bewirken

(z.B. ver schiedene chemische Reaktionen). An diese Einteilchenübergangs rate muß noch eine

Bedingung ge stellt werden, damit ein Momentengleichungssystem der Form von GAIL &

SEDLMAYR aufge stellt  werden kann: Sie muß in k  und k

i

 separierbar sein (siehe auch [5 ]):

w w

w w

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
k k k k h k k

k k k k h k
i i i

i i

- ® = -

® + =

( 2.1 . 3 )

Es folgt nun die Definition der Momente K

m

 mit Hilfe der Gewichtung g

m

( k )  gemäß

K t g k f k t

m m

k k

( ) ( ) ( , ) .

=

=

¥
å

0

( 2.1 . 4 )

Die Gewichtung ist nicht zeitabhängig, da sich das Moment nur dann zeitlich ändern soll,

wenn sich auch die Verteilungsfunktion zeitlich ändert, weil die Momente den Zustand des

Staubs repräsentieren sollen. k

0

 ist die Grenze, bei der das Staub wachstum makroskopisch

beschrieben werden kann, was der Fall ist, wenn der Parameter k  groß im Ver gleich zu den

Übergängen k

                                                                                            i

                                                                                                ist . Wenn man nun die Zeitableitung vom K

m

 bildet, erhält man

dK t

dt
g k
df k t

dt
m

m

k k

( )

( )

( , )

=

=

¥
å

"

( 2.1 . 5 )

und nach längerer Rechnung (vgl. Anhang A) durch das Einsetzen der Mastergleichung

(2.1.1)

dK t

dt
m K t g k J
m

m m k

( )

( ) ( ) .

= +

-

1

1 0
0
t

( 2.1 . 6 )

Gleichung (2.1.6)  ist die Momentengleichung. Sie gilt nur, wenn die Bedingung

dg k

dk
h k m g k
m

m

( )

( ) ( )

=

-
1

( 2.1 . 7 )

an die Gewichtung erfüllt ist. Dabei wurde, wie gesagt, vorausgesetzt, daß der Parameter k

groß im Vergleich zu den Übergängen k

i

 ist. Damit kann man die Verteilungsfunktion als qua-

si kontinuierlich ansehen, was auf den Differentialausdruck in (2.1.7)  führt. Das Thema wird

noch ausführlicher in Kapitel 2.4  diskutiert, wenn die mehrdimensionalen Momentenglei-

chungen aufgestellt werden.

Die Funktion h ( k )  definiert also die Gewichtung g ( k ) . Wie die Momente der Verteilungsfunk-

tion aussehen, weiß man erst nach der Lösung des Differentialgleichungssystems (2.1.7)  für

g

        m

                ( k ) . Das Inte gral hierfür lautet

g k
dk

h k
m
m

( )

( )

.

=
æ

è
ç
ö

ø

÷
ò

( 2.1 . 8 )

    J

             k
                  0

                          in ( 2.1.6)  bezeichnet die mit g

m

( k )  gewichteten Netto-Übergangsraten, die in den k -Raum

über k

                                          0

                                                hinein reichen, wie es in Abbildung 2.1.2  skizziert ist. Der k -Raum ist durch k

0

 in den

Bereich der makroskopischen Teilchen und der kleinen Cluster unterteilt.

                                                                                                              k

                                                                                                                     0

                                                                                                              k

                                                                                                                     0

+ 1

                                                                                                              k

                                                                                                                     0

+ 2

                                                                                                              k

                                                                                                                     0

˘ 1

                                                                                                              k

                                                                                                                     0

˘ 2

                                                                                                              k

                                                                                                                     0

 ˘ 3
makro sko pische

Teilchen

kleine

Clust er

                                       Abbildung 2.1 . 2 : Darstellung aller Übergänge, die zur Netto-Übergangsrate in k

0

 beitragen. Es sind

                                       nur die Übergänge bis

D
k = 3 eingezeichnet.

Die Netto-Übergangsrate berechnet sich zu

        J g k k R k k k k k g k k k R k k k k k

                 k m i

                                                                           i

                                                                               L

m i i

i L

I

                                              k

                                             k
                                                  i

                     0

0 0 0

                                                                                    1

0 0 0

1

                                                         0

                                                          1

                                = + + - ® + - + + + ® + -

                                                                æ

                                                                è

                                                                ç
ö

ø

÷

                                                                              = = +

                                                    =

                                                     -

                                                                        å å

                                             å

                                                                                                               ( ) ( ) ( ) ( ) .

( 2.1 . 9 )

Dabei sind die ersten k

i

 ( i = 1... L )  positiv, die restlichen ( i = L + 1... I )  negativ. Eine wichtige

Größe in den Momentenglei chungen ist 1

t

. Sie gibt die charakteristische Zeitskala des Wachs-

tums prozesses an und ergibt sich aus

1

1
t
w

=

=
å

k k

i i

i

I

( ) . ( 2.1 . 10 )

Man bedenke, daß

1

t

 durch negative k

i

 auch negativ sein kann, was ein Abnehmen der Mo-

mente also bei Teilchenzahlen Verdampfung bedeuten würde. Die
w
( k

i

)  sind hingegen immer

positiv, da sie aus der Über gangswahrscheinlichkeit her vorgehen. Die Momente lassen sich

aus den Momentengleichungen ein facher berechnen, als die Verteilungsfunktion aus der Ma-
ster gleichung, da die Momentengleichungen ein vergleichsweise ein faches Gleichungssystem

bil den. Hinzu kommt, daß die ersten vier Momente K

0

 bis K

3

 bei einer Teilchenzahlvertei-

lungs funktion physikalisch als Staubdichte, mittlerer Staub radius, mittlere Stauboberfläche

sowie die in den Staubkörnern ent haltenen Monomere interpretier bar sind. Damit lassen sich

die wichtig sten phy s ikalischen Größen direkt aus der Momenten berech nen. Es be steht aber

ein enger Zu sam menhang zwischen der physikalischen Bedeutung der Momente und dem

Aufbau des Mo men tenglei chungssystem: Ange nommen man definiert das Moment

K t g k f k t

k k

( ) ( ) ( , )

=

=

¥

å

0

( 2.1 . 11 )

(ohne Index) und leitet es nach der Zeit ab, dann entsteht die Momentengleichung

dK t

dt

K t g k J k

( )

( ) ( ) ( )

= +

1

t
" "

( 2.1 . 12 )

unter der Bedingung, daß

dg k

dk
h k g k

( )

( ) ( )

=
( 2.1 . 13 )

gilt.

                                   1

                                   t

                                             hat die gleiche Form wie oben (2.1.10) . K  selbst hat allerdings eine völlig andere Be-

deutung als die Momente K

m

. Dabei ist es meist unmöglich eine physikalische Bedeutung zu

finden. Im obi gen Beispiel entspräche K  einer Linearkombination von Staubdichte, mittlerer

Staubradius, mittlere Stauboberfläche und Monomerenzahl sowie all der ebenfalls nicht inter-

pretierbaren höheren Mo ment e. Man kann sich noch viele andere Momentengleichungssys-

teme ausdenken, in de nen die Momente immer eine andere physikalische Bedeutung erhalten.

Die charakteristische Zeitskala ist jedoch immer die gleiche. Ich möchte hier zeigen, daß die

beiden oben vorgestellten Gleichungssysteme ineinander über führbar sind. Zunächst lösen wir

die Differentialgleichung für g ( k )  und erhalten

 g k e
dk

h k

( )

( )
=
ò

. ( 2.1 . 14 )

Führt man jetzt eine Reihenentwicklung von g ( k )  aus ergibt sich

g k

m
dk

h k
m

m

( )

! ( )

=
æ

è
ç
ö

ø

÷
ò
å

=

¥
1

0

. ( 2.1 . 15 )

Die runde Klammer (mit dem Exponenten) erkennen wir als die in (2.1.8)  erhaltenen Gewich-

tun gen g

                                                          m

                                                                  ( k ) wieder, so daß wir

g k

m
g k

m

m

( )

!

( )

=

=

¥

å

1

0

( 2.1 . 16 )

schreiben können. Multiplizieren wir diese Gleichung mit der Verteilungsfunktion f ( k , t )  erhal-

ten wir

K t

m

K t

m

m

( )

!

( )

=

=

¥

å

1

0

. ( 2.1 . 17 )

Um nun zu zeigen, daß auch die Momentengleichungssysteme einander äquivalent sind, müs-

sen wir K ( t )  nach der Zeit ableiten. Man erhält:

dK t

dt m
dK t

dt

m
m

K t g k J k

m

m

K t

m
g k J k

K t g k J k
m

m

m m

m

m

m
m

m

( )

!

( )

!

( ) ( ) ( )

!

( )

!

( ) ( )

( ) ( ) ( )

=

= +
æ

è
ç
ö

ø

÷

= +

= +

=

¥

-

=

¥

-

=

¥

=

¥
å

å

å å

1

1

1 1

1

0

1 0 0

0

1

0

0 0

0

0 0
t

t

t

Dabei haben wir die Momentengleichungen für K

m

 ausgenutzt und sind auf die Gleichung für

K  ge stoße n. In der weiteren Arbeit werde ich nur mit dem einfacherem Moment K  rechnen.

Sollte es ir gendwann einmal von Nöten sein, die anderen Momente zu benutzen, kann man sie

sich ja durch die Reihenentwicklung jederzeit beschaffen.

Bei der gesamten vorangegangenen Betrachtung wurde k  immer mit einer Teilchenzahl oder

Teilchengröße assoziiert. Dadurch tauchen Begriffe wie Cluster und makroskopische Teilchen

auf. Momentengleichungen können aber auch mit anderen Verteilungsfunktionen gebildet

wer den. Als illustrat ives aber nicht reales Beispiel möge ein Gas dienen, dessen Moleküle

eine ge wisse Farbe c  haben. Dann gibt f ( c , t )  die Zahl der Gasmoleküle an, die die Farbe c   zur

Zeit t  besitzen. Die Raten in der dazugehörigen Mastergleichung geben nun an, wieviele Gas-

mole küle pro Zeiteinheit die Farbe wechseln! In der obigen Herleitung müssen dann Begriffe

wie kleine Cluster und makroskopische Teilchen durch niedrige und hohe Farben usw. ersetzt

wer den.

2.2  Die mehrdimensionale Verteilungsfunktion

Die im letzten Kapitel besprochene Verteilungsfunktion hing außer von der Zeit nur von ei-

nem Para meter ab - sie war eindimensional. Es sollen nun zwei Beispiele betrachtet werden,

die die Notwen digkeit der Erweiterung der Verteilungsfunktion auf mehrere Dimensionen

verdeutli chen.

Als erstes denken wir uns Staub, der aus Silizium - und Sauerstoffatomen bestehen soll. Bei

den her kömmlichen Methoden kann man nur berechnen, wie groß das Staubkorn für ein festes

sto chio metrisches Verhältnis von Sauerstoff zu Silizium ist. Zwei  Parameter, die die Anzahl

der Atome im Cluster beschreiben, seien k N

Si

1 =
 und k N

O

2 =
. f ( k

1
, k

2
, t )  gibt nun die Zahl

der Teilchen an, die k

1
 Sili zium- und k

2
 Sauerstoffatome zur Zeit t  enthalten.

Das zweite Beispiel betrifft Staub, der z.B. aus unterschiedlich geformten Quadern unter-

schiedlicher Größe besteht, was natürlich nur eine sehr idealisierte Vorstellung ist. Bezeichnen

a , b  und c  die Kanten längen der Quader, dann ist f a b c da db dc

( , , )  die Zahl der Quader, die

(wiederum zur Zeit t ) im Intervall da db dc  die Kantenlängen a , b  und c  besitzen. Diese Ver-

teilungsfunktion hat nun schon drei Dimensionen.

Diese beiden Beispiele zeigen, daß es grundsätzlich zwei Typen von Parametern gibt - dis-

krete und kontinuierliche. Bei kontinuierlichen Parametern stellt die Verteilungsfunktion eine

Dichte über die Mannigfaltigkeit dar, die von den kontinuierlichen Parametern gebildet wird.

Die Zahl der Zu stände in einem Bereich wird durch Integrat ion der Verteilungsfunktion über

diesen er mittelt. Sind die Parameter diskret, dann gilt z.B. dN N N

= + - =
1 1  und die Ver-

teilungs funktion gibt direkt die Besetzungszahl an. Eine allgemeine Verteilungsfunktion kann

sowohl diskrete als auch kontinuierliche Parameter besitzen (z.B. die Zahl der Staubkör ner

der Größe N  am Ort r   f ( N , r , t )  ). Der Einfach heit halber führen wir die folgenden Überle gun-

gen mit einer diskreten Verteilungsfunktion durch

2
.

Angenommen das System besitze endlich

3
 viele Ordnungsparameter p , dann sei

2
     Die Grafiken sind alle für den diskreten Fall gezeichnet. Wichtige Ergebnisse werden für den kontinuierli chen

Fall nicht vorgerechnet, sondern nur angegeben. Sie lassen sich äquivalent herleiten, indem man Summen über

die Parameter in Integrale verwandelt.

3
     Es ist möglich sich ein System mit unendlich vielen Ordnungsparametern zu konstruieren. Als Beispiel kann

man sich eine Verteilungsfunktion denken, die die Zahl der Teilchen angeben soll, die eine bestimmte Form
k

=
æ

è
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
k

k

k
p

1

2

�

ein Element aus dem Raum der Ordnungsparameter kurz k -Raum

4

. Für p

=
2  läßt sich ein

solches Element in einer Grafik veranschaulichen.

k

2

k

1
k

                                       Abbildung 2.2 . 1 : Zustand im k -Raum. Die Koordinatenachsen stehen für zwei Ordnungspara meter

                                       in der Verteilungsfunktion, z.B. Zahl der Sauerstoff- und Zahl der Siliziumatome.

k  steht also für einen bestimmten Zustand, in dem sich das Staubkorn befindet. In der Vektor-

schreibweise erhält die Verteilungsfunktion die Form f ( k , t ) , die angibt, wieviele Teil chen sich

zur Zeit t  im Zustand k  befinden.

Aus einer Verteilungsfunktion mit hohem Informationsgehalt läßt sich durch Summation über

ein oder mehrere Parameter eine Verteilungsfunktion mit niedrigerem Informationsgehalt be-

rechnen. Betrach ten wir dazu das erste Beispiel mit der Verteilungsfunktion f ( N

Si

, N

O

, t ) . Aus

dieser Verteilung wollen wir die Verteilungsfunktion f ( N , t )  herleiten. Dafür benötigen wir

eine Beziehung zwischen N  und den beiden Parametern N

Si

 und N

O

. Sie ist einfach gegeben

durch N N N

                                                                                            Si O

                                                                = +
. Löst man diese Be ziehung nach N

O

 auf und setzt sie in die Verteilungs-

funktion ein, so erhält man f N N N t

Si Si

( , , )

-
. Wird jetzt über alle N

Si

 summiert ergibt sich

die Vertei lungsfunktion f ( N , t ) . Ein ähnliches Verfahren wollen wir nun für eine beliebige

Vertei lungs funktion f ( k , t )  durchführen. Die Größe, die aus den k
i

 hervorgeht, sei

~

k

1
und ist

durch die Nebenbedingung
a
 gegeben:

haben. Sei A ( u , v )  eine Darstellung einer geschlossenen Oberfläche der beiden Parameter u  und v  (von der es ja

unendlich viele gibt), dann ist f ( A ( u , v ), t )  diese gesuchte Verteilungsfunktion.

~

( , , , ) ( )
k k k k
p

1 1 2

= =
a a
�
k . ( 2.2 . 1 )

Die anderen Parameter transformieren sich in diesem Beispiel gemäß

~

,

~

.

k k

k k
p p

2 2

=

=

�

( 2.2 . 2 )

Wenn wir (2.2.1)  und (2.2.2)  nach k

1
 auflösen, erhalten wir

k k k k

k k

k k
p

p p

1 1 2

2 2

=

=

=
a
(

~

,

~

, ,

~

),

~

,

~

.

�

�

( 2.2 . 3 )

Dabei steht

                                                                                                            a
 für die Umkehrfunktion. Die ursprüngliche Verteilungsfunktion

f ( k

                 1
                       ,  k

                                       2
                                            ,

                                                 ¼
                                                                 ,  k

                                                                                 p
                                                                                      ,  t )  kann dann geschrieben werden als

( )

f k k k k k t
p p
a
(

~

,

~

, ,

~

),

~

, ,

~

,

1 2 2
� �

, ( 2.2 . 4 )

und die Verteilungsfunktion für f k t(

~

, )

1
 lautet

( )

f k t f k k k k k t
p p

k k
p

(

~

, ) (

~

,

~

, ,

~

),

~

, ,

~

, .

~

, ,

~

1 1 2 2

2

=
å

a
� �

�

( 2.2 . 5 )

Man kann die Transformation natürlich beliebig kompliziert machen. Die Vorgehensweise

bleibt die gleiche für eine Transformation k k k
i

i
p

= a
(

~

, ,

~

)

1
�

. Es ist zum Beispiel möglich

eine Verteilungs funktion mit q  Parametern aus einer Verteilungsfunktion mit p > q  Parametern

zu konstruieren. Man summiert dann einfach über p ˘ q  Parameter.

Diese Transformation gilt nur für diskrete Verteilungsfunk tio nen. Bei kontinuierlichen Para-

metern muß man bedenken, daß die Zahl der in dem Intervall d
p
k  um den Zu stand k  vorhande-

nen Teilchen durch f t d
p
( , )
k k  gege ben ist. Man muß daher das Volu menele ment für die Ver-

tei lungsfun ktion f k t
(

~

, )

1
 aus der Nebenbe dingung berechnen:

d
k k

k
d
p i
p

j
p
k k

=
æ

è
ç
ö

ø

÷
det

(

~

, ,

~

)

~

~

¶ a

¶

1
�

. ( 2.2 . 6 )

4
    Um zu verdeutlichen, daß es sich um eine mehrdimensionale Verteilungsfunktion handelt, werden für alle

Die Integration führt dann auf

( )

                                                                                        f k t d k f k k k

k
d k d k d k

i
p
i

j
p

k k
p

                                                                                                 (

                                                                                                         ~

, )

~

(

~

,

~

, ,

~

) det
~

~ ~ ~

~

, ,

~

                                                                                                                   1 1 1 2 1 2

2

=
æ

è
ç
ö

ø

÷
ò

a

¶ a

¶

� �

�

. ( 2.2 . 7 )

Mit diesem Verfahren lassen sich beliebige, mit den aus k

1
 bis k
p
 definierbaren Grö ßen

~

k

1
,

Verteilungsfunktionen f (

~

k

1
)  berechnen. Es ist natürlich auch möglich eine allgemeine Trans-

for mation durchzuführen un d dann nur über die Parameter

~

, ,

~

k k
p

3
�

 zu summieren bzw.  zu

in tegrieren. Man erhält dann eine Verteilungsfunktion f k k t(

~

,

~

, )

1 2
.

Vektoren fette Buchsta ben benutzt.

2.3  Die M astergleichung

Betrachten wir von nun an eine Verteilungsfunktion f ( k , t ) . Wir wollen die zeitliche Änderung

der Verteilungsfunktion beschreiben und bedienen uns dazu der Mastergleichung. Die Master-

gleichung stellt eine Bilanz von Gewinn- und Verlustraten dar. Eine Rate gibt die Wahrschein-

lichkeit pro Zeiteinheit an, daß eine bestimmte Reaktion stattfindet. Jetzt muß man alle Raten,

die f ( k , t )  erhöhen, addieren und diejenigen, die f ( k , t )  erniedrigen, subtrahieren. Die Schreib-

weise der Ratenbilanz kann die spätere Ableitung des Momenten verfahrens vereinfachen.

Man könnte zum Beispiel die Mastergleichung durch

¶

¶
f t

t

R R

zu ab

( , )
k

= -
( 2.3 . 1 )

darstellen. Dabei steht R

zu

 für alle Raten, die die Teilchenzahl im Zustand k  erhöhen gemäß

Abbildung 2.3.1 :

k

1
k

2

k
k  ˘ k

1

                                       Abbildung 2.3 . 1 : Repräsentativ herausgegriffene Raten, die die Teilchenzahl im Zustand k  erhö-

                                       hen.

Der Ausdruck dafür lautet

R R

zu i

i

= - ®
å

( ) .

k k k ( 2.3 . 2 )

Für R

                                     ab

                                                  illustriert Abbildung 2.3.2
k

1
k

2

k

k  + k

1

                                       Abbildung 2.3 . 2 : Repräsentativ herausgegriffene Raten, die die Teilchenzahl im Zustand k  er nied-

                                       rigen.

die Übergänge, die durch

R R

ab

j

= ® -
å

( )
k k k

j

( 2.3 . 3 )

ihren Ausdruck findet. Die Mastergleichung ist damit komplett. Um aber in einfacher Weise

ein Mo mentenverfahren aufstellen zu können, ist es besser, die Übergänge in einer Richtung,

also für einen Vektor k

i

, zu gruppieren:

( )

¶

¶
f t

t

R t R t

i i

( , )

( , ) ( , ) ,
k

k k k k k k

= - ® - ® +

was durch Abbildung 2.3.3  illustriert ist:

k

1
k

2

k
k

1

k

1

                                       Abbildung 2.3 . 3 : Hier sind die Übergänge für ein i , also für eine Richtung, eingezeichnet.

Durch Summation über alle k

i

 ist die Mastergleichung dann wiederum vollstän dig.

( )

¶

¶
f t

t

R t R t

i i

i

( , )

( , ) ( , ) .

k

k k k k k k

= - ® - ® +
å

( 2.3 . 4 )

Diese Gleichung stellt die Ausgangsgleichung der weiteren Arbeit dar. Ver gleicht man diese

Mastergleichung mit der eindimensionalen Mastergleichung aus Kapitel  2.1 , erkennt man, daß

dort im Prinzip nur über eine Gerade summiert wird. Die Verallgemeinerung ist durch die

vektorielle Schreibweise gegeben. Man bedenke dabei, daß die eindimensionale Masterglei-
chung hier einem Satz von k

i

 entspricht, die die gleiche Richtung aber unterschiedliche Län-

gen besitzen, also z.B.

k k k k

1 2 3 4

1

1

2

2

3

3

1

1

=
æ

è
ç
ö

ø

÷

=
æ

è
ç
ö

ø

÷

=
æ

è
ç
ö

ø

÷

=

-

-
æ

è
ç
ö

ø

÷
, , ,

Zur Verdeutlichung der mehrdimensionalen Mastergleichung wollen wir noch einmal das Bei-

spiel mit dem SiO-Staub heranziehen. Die Anla gerung eines SiO

2

-Moleküls würde einen Vek-

tor k

                                i

                                   =(1, 2)  bedeuten. Das Verdampfen eines SiO

2

-Moleküls würde k

i

=(˘1, ˘2)  heißen. Eine

chemische Reak tion, die ein Si-Atom gegen ein O-Atom tauscht, hätte k

i

=(˘1, 1)  zur Folge.

Es sind natürlich auch Übergänge wie k

i

=(20, 17)  möglich, aber aufgrund ihres geringen Auf-

tre tens vernachläsigbar. Im allgemeinen  hat man es daher mit einer endlichen Summe über die

Re akti onsraten zu tun.

Man muß nun, wie in der eindimensionalen Beschreibung auch, Bedingungen an die funktio-

nale Struktur der Reaktionsraten stellen. Dabei gehen wir von der eindimensionalen Situation

aus und setzen zunächst (vgl. (2.1.2) ):

R t t f t

R t t f t

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ).

k k k k k k k k

k k k k k k k
i i i

i i

- ® = - ® -

® + = ® +
w

w

( 2.3 . 5 )

w
           ( k

                              -
                                        k

                                                    i

                                                           ®
                                                                            k )  bzw.

w
( k

®
 k  + k

i

)  bezeichnen wieder die Einteilchenübergangsraten, also die

Übergangs wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit für ein Staubkorn. Die Tatsache, daß die Rate

ein Pro dukt aus einfa cher Rate und Verteilungsfunktion ist, ist universell gültig, wie es in der

Stu dienarbeit für den eindi mensionalen Fall gezeigt worden ist [5 ]. Die Verallgemei nerung auf

den mehrdimensionalen Fall ist trivial. Auch jetzt folgt wieder die Separation der einfachen

Über gangsraten

                                                                                                              w
 in k  und k

i

 für | k |

>>
 | k

i

| , damit Momentengleichungen aufgestellt werden

können, die den Momentengleichungen aus Kapitel 2.1  äquivalent sind:

w w

w w

( , ) ( , ) ( ),

( , ) ( , ) ( ).

k k k k k k

k k k k k

- ® = -

® + =
i i i

i i
t t h

t t h

( 2.3 . 6 )

Es wird also gefordert, daß die Einteilchenübergangsraten als Produkt von zwei Größen darge-

stellt werden kann. Der eine Faktor ist die Funktion h ( k ) . Sie beschreibt die lokale Abhängig-

keit der Raten von den Ordnungsparametern und wird als zeitunabhängig vorausgesetzt. Die

zweite Größe

                                                                                               w
                                                                                                          ( k

                                                                                                                        i

)  beschreibt die unter schiedlichen Übergangszeiten in jeder Ri chtung. Eine
solche Separation ist für viele astrophy si kalische Prozesse durchführbar (z.B. heterogenes

Staubwachstum).

Die Raten werden somit genähert zu

R t t h f t

R t t h f t
i i i i

i i

( , ) ( , ) ( ) ( , ),

( , ) ( , ) ( ) ( , ).

k k k k k k k k

k k k k k k

- ® = - -

® + =
w

w

( 2.3 . 7 )

Damit ist die Vorbereitung zur Aufstellung von Momentengleichungen abgeschlossen.

2.4  Das mehrdimensionale M omentenverfahren

Ein Momentenverfahren für eine mehrdimensionale Verteilungs funktion aufzustellen, ist zwar

möglich aber bedingt durch massive Einschränkungen die Einteilchenübergangsraten betref-

fend zur Beschreibung des kosmischen Staubwachstums weitgehend unbrauchbar. Die Ein-

schränkung besagt, daß die Einteilchenübergangsraten nur von einer Linear kombination der in

der Verteilungsfunktion auftretenden Parametern ab hängen da rf. Für einige Pro bleme mag das

viel leicht noch zutreffen (Bsp. SiO-Staub), für all gemeine Probleme (unterschiedliche Quader,

driften der Staub, Schockwellen... ) ist dies leider nicht erfüllt. Der Grund dafür liegt in der

Natur des Momentenverfahrens. Die Erklä rung dazu liefern die nächsten beiden Kapitel.

Zur Konstruktion einer Momentengleichung aus der Mastergleichung (2.3.4)  wird eine Gerade

mit dem Richtungsvektor k

i

 in einem Bereich B  des k ˘Raumes definiert. Wie wir in Kapitel

2.3  gesehen haben, steht die mehrdimensionale Mastergleichung in einer Richtung für eine

eindi mensio nale Masterglei chung, und für diese kann man Momentenglei chungen aufstellen.

Daher soll im Folgenden die Momentenglei chung ex emplarisch für eine Richtung k

i

 hergelei-

tet wer den. Dieses Verfahren wird dann für jede Pa rallele zu dieser Gera den und schließlich

für jeden Vektor k

                                                                                                                        i

 durchgeführt.

B  sei ein beliebiger Bereich im k -Raum. Der Bereich muß nicht zusammen hängend oder be-

schränkt sondern nur weit weg vom Nullpunkt sein, damit die Näherung k k

>>

i

 erfüllt ist.

k

o
k

u
k

i

B

                                       Abbildung 2.4 . 1 : Repräsentativ herausgegriffene Gerade, für die ein eindimensionales Momen ten-

                                       verfahren angestrengt wird. Die Zustände k

u

 und k

o

 stellen die untere und obere Summations grenze

                                       dar.

In diesem Bereich wird eine Gerade mit dem nicht auf eins normierten Richtungs vektor  k

i

 her-

ausgegriffen. Die Bezeichnung verrät, daß es sich hierbei um den in der Mastergleichung auf-

tretenden Übergang handelt. Es existieren nun ein oder mehrere Punkte auf der Geraden, die
innerhalb von B  aber mit k

i

 subtrahiert außerhalb von B  liegen. Diese Punkte oder Zu stände

nennen wir k

                                                                                          u

                                                                                               . Addiert man dann �n  mal den Vektor k

i

 hinzu, gelangt man zu dem Zu stand,

der innerhalb von B  aber ein weiteres mal mit k

i

 ad diert außerhalb von B  liegt. Diese Zustände

hei ßen k

                                                          o

                                                                . Die beiden Zustände bilden die Endpunkte auf der Geraden und liegen innerhalb

von B  (siehe Abbildung 2.4.1 ).

k k k

o u i
n

= +

� . ( 2.4 . 1 )

Über diese Zustände wird das Moment einer Geraden definiert:

K t g n f n t

i u o u i u i

n
n

( , , , ) ( ) ( , )

�

k k k k k k k

= + +

=
å

0

. ( 2.4 . 2 )

Die Gewichtungsfunktion g  sei auch im mehrdimensionalen zeitunabhängig, da sich zeitlichen

Änderungen eines Moments immer auf die Verteilungsfunktion beziehen sollen. Die jetzt fol-

gen de Prozedur ist analog zu der Herleitung der eindimensionalen Momentenglei chung

(Anhang A), nur daß man nicht zwischen positivem und negativem k

i

 unterscheiden muß,

weil die Ori entie rung durch die vektorielle Schreibweise in den Schritt weiten k

i

 enthalten ist.

Man muß jedoch die obere Summationsgrenze be rücksichtigen, weil B  nicht notwendiger-

weise unbeschränkt sein muß. Das Moment K  wird nach der Zeit abgeleitet:

dK t

dt
g n
f n t

t
i u o

u i
u i

n
n

( , , , )

( )

( , )
�
k k k

k k
k k

= +

+

=
å

¶

¶

0

. ( 2.4 . 3 )

Hier setzt man jetzt die Mastergleichung ein, wobei wir zunächst nur die Übergänge in

k

        i

           -Richtung betrachten wollen:

[ ]

    dK t

                                              dt
g n R n n t R n n t

                                       i u o

u i u i u i u i u i

n
n
                        ( , , , )

( ) ( ( ) , ) ( ( ) , )

�
                               k k k

k k k k k k k k k k

                                                                                                            = + + - ® + - + ® + +

=
å

1 1

0

( 2.4 . 4 )

In dieser Summe lassen sich alle Raten zusammenfassen, bis auf die positive Rate für n = 0,

R ( k

                        u

                               ˘ k

                                                       i

                                                              ®
                                                                               k

                                                                                           u

                                                                                                 , t ) , und die negative Rate für n n

=

� , R ( k

o

 ˘ k

i

®
 k

o

, t ) , somit entsteht

[ ]

                              dK t

                                                                            dt
g n g n R n n t

g R t g R t

                                                                  i u o

u i u i u i u i

n
n

u u i u o o o i

                                                  ( , , , )

( ( ) ) ( ) ( ( ) , )

( ) ( , ) ( ) ( , ).

�

                                                         k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k k

= + + - + + ® + +

+ - ® - ® +

=

-

å

1 1

0

1

( 2.4 . 5 )

Die letzten beiden Summanden stellen die zufließende Rate am unteren und die abfließende

Rate am oberen Ende der Geraden dar. Wir bezeichnen sie kurz mit J J

u i o i

+ -

( , ) ( , )
k k k k

 und .

Für die ecki gen Klammern können wir eine Taylor-Näherung machen, unter der Vorausset-

zung, daß k

                                                                             i

                                                                                 eine kleine Änderung gegenüber k  darstellt:

                                                                               g n g n
d

dn
g n g n

                                                                                                       u i u i u i i u i

                                                                                        ( ( ) ) ( ) ( ) grad ( ).

                                                                                              k k k k k k k k k

k

                                                                                                                  + + - + » + = +
1 ( 2.4 . 6 )

Das ergibt

                                                                           dK t

                                                                                                                       dt
g n R n n t

J J

                                                                                                              i u o

i u i u i u i

n
n

u i o i

                                                                                               ( , , , )

grad ( ) ( ( ) , )

( , ) ( , ).

�
                                                                                                      k k k

k k k k k k k

k k k k
k

= + + ® + +

+ -

=

-

+ -
å

1

0

1

( 2.4 . 7 )

Um die Schreibweise etwas übersichtlicher zu gestalten, schreiben wir für k k

u i
n

+
nur noch k .

Die Summe über n  und die Argumente von K  weisen darauf hin, daß über eine Gerade sum-

miert wird, die bei k

u

 beginnt und in �n  k

i

-Schritten bei k

o

 endet. Damit erhalten wir:

                                                            dK t

                                                                                                        dt
g R t J J

                                                                                               i u o

i i

n
n

u i o i

                                                                                ( , , , )

grad ( ) ( , ) ( , ) ( , )

�
                                                                                       k k k

k k k k k k k k k

k

= ® + + -

=

-

+ -
å

0

1

. ( 2.4 . 8 )

Erinnern wir uns jetzt an die Separierbarkeit der Raten, so können wir

                                                            dK t

                                                                                                        dt
g h f t J J

g h f t J J

                                                                                               i u o

i i

n
n

u i o i

i i

n
n

u i o i

                                                                                ( , , , )

grad ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) grad ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )

�

�

                                                                                       k k k

k k k k k k k k k

k k k k k k k k k
k

k

= + -

= + -

=

-

+ -

=

-

+ -
å

å
w

w

0

1

0

1

( 2.4 . 9 )

schreiben. Es folgt nun die gleiche Überlegung, wie in der eindimensionalen Theorie (vgl.

Kapitel 2.1 ):

Wenn die Ge wichtung g ( k )  die Eigenwertgleichung

h g g

( ) grad ( ) ( )
k k a k

k

=
( 2.4 . 10 )

erfüllt, dann entsteht für die zeitliche Änderung des Momentes K

                                                                                     dK t

dt
g f t J J
i u o

i i

n
n

u i o i

                                                                                                          ( , , , )

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )

�

                                                                                                                k k k

ak k k k k k k k

= + -

=

-

+ -
å

w

0

1

. ( 2.4 . 11 )

Es ergibt sich bis auf den letzten Summationsindex, den wir ver nachlässigen können, da der

Bereich B  , den wir herausgegriffen haben, sehr groß ist, wieder das Moment K , also die Mo-

mentenglei chung für eine Gerade im k - Raum:

                                                                                            dK t

dt

K t J J
i u o

i i i u o u i o i

                                                                                                                 ( , , , )

( ) ( , , , ) ( , ) ( , ).

                                                                                                                       k k k

a k k k k k k k k k

= + -

+ -
w
( 2.4 . 12 )

Die Zeitskala ist hier durch das Skalarprodukt vom Eigenwert a  und k

i
w
( k

i

)  gegeben. Letzte-

res hat die Dimension einer Geschwindigkeit im k - Raum. Dieser wichtige Aspekt wird aber

noch einmal in Kapitel 2.7  aufgegriffen. Die Mo mentengleichung einer Gerade soll nun auf

eine Momentengleichung mehrerer Parallelen mit glei chem Richtungsvektor k

i

 erweitert wer-

den. Da in der obigen Herleitung alle Operationen, die wir durchge führt haben, linear sind,

können wir einfach über die k

u

-  und k

o

- Zustände summieren. Dabei wählen wir die Summati-

onsgrenzen so, daß der Bereich B  ganz überdeckt ist. Man be achte , daß über eine Gerade ver-

setzt addiert werden muß, wenn durch Addi tion von k

i

 ein oder meh rere Zustände auf der Ge-

raden über sprungen werden. Es ergibt sich dann:

K B t K t

J B J
i i u o

i i
u o

( , , ) ( , , , ) ,

( , ) ( , ) ,

,
k k k k

k k k
k k

k
o
u

o
u

=

=
å

å

± ±

¶

dK B t

dt

K B t J B J B
i

i i i i i

( , , )

( ) ( , , ) ( , ) ( , ).

k

ak k k k k

= + -

+ -
w ¶ ¶
( 2.4 . 13 )

Ein wichtiger Aspekt ist, daß für verschiedene k

i

 alle Momente gleich sind, da wir dafür ge-

sorgt ha ben, daß alle Zustände im Bereich B  aufaddiert werden.

K B t K B t K B t

( , ) ( , , ) ( , , )

= = =
k k

1 2

�

( 2.4 . 14 )

Auf welche Art und Weise das getan wird  (ob in Richtung k

i

=(1, 1)  oder k

i

=(˘3, 5)  o.ä.),

bleibt uns überlassen. Damit können wir nun alle Übergänge in der Mastergleichung be rück-

sichti gen. Zusammengefaßt ergibt sich:

[ ]

K B t g f t

dK B t

dt
g
f t

dt

g R R

dK B t

dt

B

B

i i

B
i

i

i

( , ) ( ) ( , )

( , )

( )

( , )

( ) ( ) ( )

( , , )

=

=

= - ® - ® +

=
å

å

å
å

å
k k

k
k

k k k k k k k

k

Für jedes k

                                                                              i

                                                                                   summieren wir über B  mit Hilfe der Parallelensummation. Man beachte dabei

(2.4.13)  und (2.4.14) :

( )

                                                                                                         dK B t

dt

K B t J B J B

K B t J B
i i i i i

i

i i

i
net

( , )

( ) ( , , ) ( ( , ) ( , ))

( ) ( , ) ( ).

= + -

= +

+ -
å

å
ak k k k k

ak k
w ¶ ¶

w ¶

( 2.4 . 15 )

Dabei wurden die letzten beiden Raten zur Netto-Übergangsrate über den Rand

¶
B  von B  zu-

sam mengefaßt. Außerdem entsteht hier ein neuer wichtiger Vektor. Wir bezeichnen ihn mit:

u k k

i i

i
w
( )
å

( 2.4 . 16 )

Er besitzt wie schon erwähnt im k - Raum die Dimension einer Geschwindigkeit. Abbildung

2.4.2  soll eine Vorstellung von u  geben. Durch die unterschiedlichen Über gangsra ten hebt sich

der Vektor nicht weg:

k

2

k

1
u

k

i

                                       Abbildung 2.4 . 2 : resultierender Geschwindigkeitsvektor für einen Zustand k  im k -Raum.

 Dadurch entsteht die mehrdimensionale Momentengleichung

dK B t

dt

K B t J B

net

( , )

( , ) ( ).

= +
au

¶

( 2.4 . 17 )

Diese Gleichung ist nur erfüllt, wenn die Gewichtung der Eigenwertgleichung
h g g

( ) grad ( ) ( )
k k a k

k

=
( 2.4 . 18 )

gehorcht, die durch die lokale Abhängigkeit der Raten von den Ordnungsparametern h ( k )  be-

stimmt ist. Die Zeitskala, die ein Maß für die Geschwindigkeit des Wachstums darstellt, ist

durch das Ska lar produkt im k - Raum au  also die Projektion des Geschwindigkeitsvektors auf

den Eigenwert a  gege ben.

Es ist natürlich kein Problem, die Momentengleichung für K  in Momentengleichungen für K

m

mit

K B t g f t

m m

B

( , ) ( ) ( , )

=
å

k k ( 2.4 . 19 )

zu überführen. Sie lautet

dK B t

dt
mK B t J
m

m net

( , )

( , )

= +

-
au

1

, ( 2.4 . 20 )

mit der Bedingung

h g mg

m m

( ) grad ( ) ( )
k k a k

k

=

- 1

. ( 2.4 . 21 )

Auch hier besteht wieder der in Kapitel 2.1  erkannte Zusammenhang zwischen K  und K

m

:

K B t

m

K B t

m

m

( , )

!

( , )

=

=

¥

å

1

0

( 2.4 . 22 )

2.5  Die Lösung der Gew ichtungsbedingung

Bei der Eigenwertgleichung

h g g

( ) grad ( ) ( )
k k a k

k

=
( 2.5 . 1 )

handelt es sich um ein überbestimmtes Gleichungssystem aus p  Glei chungen für nur eine

Funk tion g ( k ) , wie die Auflistung der Komponenten zeigt:

h
g

k
a g

h
g

k
a g

h
g

k
a g

p
p

( )

( )

( ),

( )

( )

( ),

( )

( )

( ).

k
k

k

k
k

k

k
k

k

¶

¶

¶

¶

¶

¶

1

1

2

2

=

=

=

�

( 2.5 . 2 )

Durch die Substitution g ( k ) = exp(
g
( k ))  erhält man das etwas einfachere Gleichungssystem

h

k
a

h

k
a

h

k
a

p
p

( )

( )

,

( )

( )

,

( )

( )

.

k
k

k
k

k
k

¶g

¶

¶g

¶

¶g

¶

1

1

2

2

=

=

=

�

( 2.5 . 3 )

Für den ersten Überblick betrachten wir die Funktionen
g
 und h  von x  und y  ( p  = 2):

¶g

¶

¶g

¶
x
a

h x y

y
a

h x y
x

y

=

=

( , )

,

( , )

.

( 2.5 . 4 )

Differenzieren wir die erste Gleichung nach y  und die zweite Gleichung nach x , so muß nach

dem Satz von Schwarz

¶ g

¶ ¶

¶ g

¶ ¶

¶

¶

¶

¶

2 2

1 1

x y y x
a
h

y
a
h

x
x y

= Þ =

bzw.

a
h

y
a
h

x
x y

¶

¶

¶

¶

=
( 2.5 . 5 )

gelten. Dies ist eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Lösbarkeit dieses Diffe-

rential glei chungs systems [6 , S. 13].Damit erhält man für h  auch eine Bedingungsgleichung,

nämlich

¶

¶

¶

¶
h

x

a
h

y

a

x y

- =
0 . ( 2.5 . 6 )

Diese Gleichung ist für jede beliebige Funktion

F
 erfüllt, die das Argument a x a y

x y

+
 besitzt:

h a x a y

x y

= +

F
( ). ( 2.5 . 7 )

Für den mehrdimensionalen Fall ergibt sich

¶

¶

¶

¶

¶

¶
h

k

a
h

k

a
h

k

a
p

p

1

1

2

2
æ

è
ç
ö

ø

÷

=
æ

è
ç
ö

ø

÷

= =
æ

è
ç
ö

ø

÷

�

, ( 2.5 . 8 )

so daß

h a k

i
i

i
p

= =

=
å

F F
( ) ( )

1
ak ( 2.5 . 9 )

erfüllt sein muß. Die Funktion h  darf also nur von einer Linearkombination der Parameter k
i

abhän gen. Diese Bedingung, die eine Forderung an die Einteilchenübergangsraten darstellt,

besagt, daß die Raten im Prinzip nur von einer  Größe im k - Raum abhängen dürfen. Führt man

nämlich eine Ko or dinatentransformation aus, in der ak  eine neue Koordinate darstellt und alle

anderen orthogonal dazu konstruiert werden (z.B. SCHMIDTsches Orthogonalisierungsver-

fah ren [7 , S. 147]), so besagt die Forderung an h , daß die Raten nur von der ersten Koordinate

abhängen dürfen, womit das Momentenverfahren wie der auf eine Dimension zurückgesetzt

wäre. Andererseits wird es nicht viele Probleme geben, in denen die Raten von ak  abhängen.

Die Anwendung dieses Momentenverfahrens auf eine mehrdimensionale Verteilungsfunk tion

ist somit nur für ganz spezielle Probleme möglich, jedoch nicht für einen komplizierten Staub-

wachstumsprozeß. Der Vollständigkeit halber sei noch gezeigt, daß die Koeffizienten der Li-

ne ar kombination den Eigenwert der Differentialgleichung (2.5.1)  darstellt. Die Dif ferential-

glei chung für g ( k )  läßt sich leicht lösen, wenn h ( k

)
 die Linearitätsbedingung erfüllt:

h g g

( ) grad ( ) ( ).

bk k a k

k

=
( 2.5 . 10 )

Mit dem Ansatz

g w

( ) ( )
k bk

=
( 2.5 . 11 )

entsteht

h w w

( ) ( ) ( )
bk bk b a bk

¢ =
. ( 2.5 . 12 )

Setzt man nun a = b  muß für

w
d

h

( )

( )

( )
bk
bk

bk

=
ò

( 2.5 . 13 )

gelten, um die Gewichtungsbedingung zu erfüllen.

Ein Beispiel, welches die Linearitätsbedingung erfüllt, ist, wie schon erwähnt, Wachstum von

Staub unterschiedlicher Zusammensetzung, unter der Annahme, daß die Raten nur von der

Größe des Staubkorns abhängen. Dieses Problem wird später in den Anwendungen (Kapitel

3.3 ) behandelt. Viele andere astrophysikalische Staubwachstumsprobleme erfüllen diese Be-

dingung meist nicht.

2.6  Spezialfall für ein M omentensystem

Für folgenden Spezialfall ist es möglich ein Momentenverfahren für eine Verteilungsfunktion

mit mehreren Dimensionen zu bilden. Es dürfen nur voneinander unabhängige Übergänge exi-

stieren. Die Übergangsvektoren k

i

 müs sen alle von der Form

k k k

i i i
a

b

x

=
æ

è
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

=
æ

è
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

=
æ

è
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

0

0

0

0

0

0

� �

�

�

 oder  oder  oder ( 2.6 . 1 )

sein, d.h. es gibt keine gemischten Übergänge zwischen den einzelnen Ordnungsparametern.

Wenn wir eine solche Mastergleichung haben, können wir ein System von Momentenglei-

chun gen aufstellen. Beschränken wir uns auf ein System von zwei Ordnungsparametern, dann

hat die Mastergleichung folgende Form:

[ ]

[ ]

                                                                                                 ¶

¶

                                                                                                        f k k t

t

R k k k k R k k k k

R k k k k R k k k k
i i

i

j j

j

                                                                                                                  ( , , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

1 2

1

1 1 1 2

1

1 1 1 2

2

1 2 2 2

2

1 2 2 2

= - ® - ® +

+ - ® - ® +
å

å

( 2.6 . 2 )

An die Einteilchenübergangsrate wird jetzt wieder die Bedingung der Separierbarkeit gestellt:

R k k k k k h k f k k t

R k k k k k h k f k k t
i i

i i

1

1 1 1 2

1

1

1

1 1 2

2

1 2 2 2

2

2

2

2 1 2

( , ) ( ) ( ) ( , , ),

( , ) ( ) ( ) ( , , ).

® + =

® + =
w

w

( 2.6 . 3 )

Jetzt definieren wir uns das Moment K  durch

K t g k g k f k k t

k k
k

k k
k

u
o

u
o

( ) ( ) ( ) ( , , ) .

=

=

=
å
å

1

1

2

2 1 2

2 2

2

1 1

1

( 2.6 . 4 )

Diese Größe wird nach der Zeit abgeleitet. Dadurch erhält man die Zeitableitung der Vertei-

lungs funktion, die wiederum durch die Mastergleichung ersetzt wird:

                                                      dK t

                                                                  dt
g k g k R R R R

k

                                                                                                                   k
i

i
j

j

                                                                          ( )

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

                                                                                                  = - + + - +
æ

è
ç
ö

ø

÷
å

                                                                                                               å å å

1

1

2

2

1 1 2 2

2

1
k k k k k k ( 2.6 . 5 )

Da die i - Summation nur k

1
 ändert und die j - Summation nur k

2
, kann nach Auflösen der Klam-

mer der jeweils andere Parameter als konstant angesehen werden. Über diesen wird summiert.

Man er hält folgenden Ausdruck:

( )

( )

                                                                                                                   dK t

dt
g k g k k g k R

g k g k k g k R

J
i i

k
k
i

j j

k
k
j

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

.

= + - +

+ + - +

+
å
å
å

å
å
å

2

2

1

1 1

1

1

1

1

1

2

2 2

2

2

2

0

1

2

2

1
k k

k k ( 2.6 . 6 )

Dabei sind in J

                                                                                                      0

                                                                                                             wieder alle mit g

1

 und g

2

 gewichteten Raten zusammengefaßt, die in den be-

trachte ten Bereich ein- bzw. austreten. Setzt man nun die Bedingungen für die Raten ein un d

führt die Tay lor-Näherung durch, kommt man auf die Momentengleichung:

dK t

dt

K t J

( )

( ) .

= +
æ

è
ç
ö

ø

÷ +

1 1

1 2

0
t t

( 2.6 . 7 )

Die Zeitskalen sind gegeben durch

1 1

1

1 1

2

2 2

t
w

t
w

= =
å å

k k k k

i i

i
j j

j

( ) ( )

  und  ( 2.6 . 8 )

und die Gewichtungen gehorchen den Bedingungen

dg k

dk
h k g k

dg k

dk
h k g k

1

1

1 1

1

1

1

2

2

2 2

2

2

2

( )

( ) ( ),

( )

( ) ( ).

=

=

( 2.6 . 9 )

Die Anwendungsmöglichkeiten dieses Verfahrens sind eher spärlich. In der Regel hat man es

mit gemischten Übergängen zu tun. Sobald diese auftreten, muß man eine Taylor-Entwicklung

für das Produkt g

                                                                                                                       1
g

2

 durchführen, was wieder auf einen Gradienten führt, der wieder die Li-

nea ritätseigen schaft von den Raten fordert. Das in diesem Kapitel vorgestellte Verfahren ent-

spricht einer Durchführung von zwei aufeinanderfolgenden Momentenverfahren und ist somit

nichts prinzipiell Neues. In Kapitel 2.9  wird noch ein weitere Zugang zu den Momentenglei-

chungen vorgestellt.

2.7  Das Geschw indigkeitsfeld im k-Raum

Weil das hier vorgestellte Momentenverfahren für eine mehrdimensionale Verteilungsfunktion

so starken Einschrän kungen unterworfen ist, sollen im Folgenden weitere Möglichkeiten zur

Beschreibung der Staubbildung mittels einer mehrdimensionalen Staubverteilungsfunktion

un tersu cht werden. Dabei scheint die quasi konti nuierliche Näherung des Momentenverfahrens

die rich tige Vorgehensweise zu sein. Nehmen wir dazu an, wir hätten ein fiktives Staub-

wachstums problem mit h ( k )
º
 1  gelöst. Welche Bedeutung hat dann u k k

=
å

w
( )

i i

i
und was

be deutet au  in der Momen tengleichung?  Untersucht man die physikalischen Dimensionen, so

ist [

                           w
                                     ]=1/s . k

                                                                                          i

                                                                                              hat die Dimension des k -Raumes, womit
w
( k

i

) k

i

 die Dimension k -Raum durch

Sekunde also Ge schwindigkeit im k - Raum hat.

Durch h ( k )

                                                                                   º
                                                                                             1  ist der Eigenvektor a  wegen grad ( ) ( )

k
k a k
g g

=
 beliebig. Die Lösung für

diese Dif feren tialgleichung ist g ( k ) = exp( ak ) . Daraus folgt für die indizierte Gewichtung

g

m
m
( ) ( )
k ak

=
. ( 2.7 . 1 )

Um die Momente für verschiedene Vektoren unterscheiden zu können, schreiben wir K

m
a
 für

das m -te  Moment, das durch den Vektor a  gegeben ist. Für m = 0  unterscheiden sich die Mo-

mente bezüg lich der Vektoren ni cht:

K f f K

B B

0

0

0
a
ak k k

= = =
å å

( ) ( ) ( ) . ( 2.7 . 2 )

K

           0

                  steht für die im Bereich B  enthaltenen Staubkörner. Betrachten wir nun die Momentenglei-

chung für m = 1  und zwei Vektoren

a b

=
æ

è
ç
ö

ø

÷ =
æ

è
ç
ö

ø

÷

1

0

0

1

 und .

Sie lauten:

dK

dt

K

dK

dt

K
u

u

1

0

1

0

1

2
a

b
au

bu
u

=

=

=
æ

è
ç
ö

ø

÷
 mit . ( 2.7 . 3 )

Legen wir jetzt das Beispiel mit dem SiO-Staub zugrunde, dann steht K

1
a
für die Zahl der im

Staub enthaltenen Si-Atome:

                                                                        K f

N

N
f N N N f N N Z

                                                                                                                   B

Si

o

Si O

B

Si Si O

B

Si

                                                                                  1

1

0

                                                                                    a
ak k

                                                                                               = =
æ

è
ç
ö

ø

÷
æ

è
ç
ö

ø

÷
é

ë
ê
ù

û
ú

= =

                                                                                                             å å å

( ) ( ) ( , ) ( , ) . ( 2.7 . 4 )

Demgegenüber steht K

1
b
 für die im Staub enthaltenen O-Atome. Eliminieren wir nun in den

beiden Momentengleichungen (2.7.3)  die Staubdichte K

0

 dann erhalten wir mit (2.7.4)

�

�

.

Z

Z
u

u

Si

O

= 1

2

( 2.7 . 5 )

Der Quotient der u -Komponenten gibt demnach das Verhältnis der Wachstumsgeschwindig-

keiten an. Nach einer gewissen Zeit

D
t  ist also Z

si

 um u

1

D
t  und Z

O

 um u

2

D
t  angewachsen. Ist

im allgemei nen Falle h ( k )  nicht identisch 1, dann ist a  auch nicht mehr frei wählbar. Das

Skalar produkt von au  ist dann die charakteristische Zeitskala, mit der der Wachstumsprozeß

stattfin det. Der Geschwindig ke itsvektor wird auf den Eigenwert projiziert.

Diese Motivationen zeigen uns, daß die charakteristische Prozeßgröße aus einem Geschwin-

digkeits vektor im Bereich B  des k -Raumes hervorgeht. Wenn wir jetzt die Separationsbedin-

gung

w w
( ) ( ) ( )
k k k k k

® + =

i i
h ( 2.7 . 6 )

fallenlassen und uns den Vektor

u k k k k k

( ) ( )

= ® +
å

i i

i
w
( 2.7 . 7 )

definieren, dann erhalten wir mit u ( k )  ein Geschwindigkeitsfeld im k -Raum. Führen wir dann

wie in der Kontinuumsmechanik eine lokale Bilanzgleichung durch, indem wir für jedes Volu-

menelement des k -Raumes die zu- und abfließenden Ströme betrachten, müßten wir eine Kon-

tinuitätsgleichung für die Verteilungsfunktion f ( k , t )  erhalten.

2.8  Die Kontinuitätsgleichung

Für die Überführung der Mastergleichung in eine Kontinuitätsgleichung, muß noch eine Vor-

bereitung getroffen werden. Sie betrifft die Unterteilung der physikalischen und chemischen

Prozesse in kontinuierliche und nichtkontinuierliche Prozesse, wie es z.B. KRÜGER et al. ge-

tan haben ( [4 ] S.594). In Verallgemeinerung auf beliebige Ordnungsparameter sind konti nu-

ier li che Prozesse jene Prozesse, die dafür sorgen, daß ein Staubkorn durch diesen Prozeß so-

wohl in  als auch aus  einen Zustand gebracht werden kann, wobei der Schrittvektor k

i

 gleich

bleibt (dazu gehören z.B. homogenes und heterogenes Wachstum, thermische Verdampfung

und Drift). Alle anderen Prozesse sind nichtkontinuierlich also z. B. Spallation, Koagulation

und Teilchenent stehung. Betrachten wir als Beispiel die Spallation. Ein Teilchen der Größe N

wird in zwei Teilchen der Größe N

1

 und N

2

 gespalten. Um aber ein Teilchen der Größe N

durch Spallation zu bilden, muß ein größeres Teilchen N

x

 in N  und N

y

 zerfallen. x  und y  kön-

nen aber beliebig sein. Es gibt also keinen analogen Prozeß dazu. Beim homogenen Wachs-

tum hin gegen ist die Sache eindeutig. Dem hinzufügen eines Monomers zu einem Teilchen

der Größe N  ist dem hin zufügen eines Monomers zu einem Teilchen der Größe N - N

mon

 äqui-

va lent. Die ser Prozeß ist somit kontinuierlich.

Für die Ableitung einer Kontinuitätsgleichung aus einer Mastergleichung wird eine lineare

Nä herung der Reaktionsraten mit Hilfe der TAYLOR -Näherung

5
 durchgeführt:

( )

                                                                                                                    R R R

i i i i

( ) ( ) grad ( ) ,
k k k k k k k k k k

k

® + - - ® » ® +
( 2.8 . 1 )

für | k

                                   i

                                      |<<| k | , dabei setzen wir zunächst nur kontinuierliche Prozesse voraus. Die eckige Klam-

mer der Mastergleichung

[ ]

¶

¶
f t

t

R R

i i

i

( , )

( ) ( )
k

k k k k k k

= - ® - ® +
å

( 2.8 . 2 )

kann nun mit Hilfe der Näherung (2.8.1)  substituiert werden:

5
     f f f
                    ( ) ( ) grad ( )

                          x a x a x

                                    ± = ±

( )

( )

¶

¶

¶

¶
w

¶

¶
f t

t

R

f t

t
f t

f t

t
f t
i i

i

i i

i

( , )

grad ( ) ,

( , )

div ( ) ( , ) ,

( , )

div ( ) ( , ) .

k

k k k k

k

k k k k k

k

u k k
k

k

k

= - ® +

= - ® +
æ

è
ç
ö

ø

÷

= -
å

å

( 2.8 . 3 )

Durch die nächste Umformung erhält die Kontinuitätsgleichung die bekannte Form [ 12 ,

S.463]:

( )

¶

¶
f t

t
f t

( , )

div ( ) ( , )
k

u k k

k

+ =
0 . ( 2.8 . 4 )

Der k -Index an den Differentialoperatoren soll immer daran erinnern, daß hier nach den Para-

metern der Verteilungsfunktion differenziert wird. Die räumliche Divergenz ist nur dann in der

Kontinuitäts gleichung enthalten, wenn als Parameter der Ort r  des Staubkorns auftritt. Ohne

großen A ufwand können nun auch nichtkontinuierliche Prozesse wie Spallation und Koagula-

tion berücksichti gt werden, indem wir bei der Kontinuitätsgleichung lokale Quellen zulassen.

Die allgemeinste Form erhält man, wenn man zusätz lich die Quellen und die Reaktionsraten

zeitabhängig macht:

( )

a

mit

b

)

( , )

div ( , ) ( , ) ( , )

) ( , ) ( , ) .

¶

¶

w
f t

t
t f t q t

t t

i i

i
k

u k k k

u k k k k k
k

+ =

= ® +
å

( 2.8 . 5 )

Mastergleichung und Kontinuitätsgleichung beschreiben also das gleiche statistische System

nur aus ver schiedenen Blickwinkeln. Die Mastergleichung betrachtet die Verhältnisse im Klei-

nen durch eine Ratenbilanz für jeden Zustand. Bei der Kontinuitätsgleichung wird das System

�aus der Ferne^ be trachtet (| k |  >>  | k

i

|) . Einzelne Übergänge sind nicht mehr interessant und die

Raten verschwimmen zu einem Geschwindigkeitsfeld. Die Kontinuitätsgleichung läßt sich

um wandeln in ein gekoppeltes Dif ferentialgl eichungssystem mit p + 1  Gleichungen ( p  - Zahl

der Ordungsparameter) erster Ordnung, was im Anhang B ausführlich beschrieben ist . Der

numeri schen Behandlung ist ein eigenes Kapitel ( 2.9 ) ge wid met.

Für den allgemeinen Fall können wir folgende Schlußfolgerung ziehen: Wird zur Zeit t

0

 eine

Anfangs verteilung f

0

( k , t

0

)  vorgegeben, so ist die zeitliche Entwicklung von f ( k , t )  durch die

Kontinuitätsglei chung (2.8.5 a) gegeben. Das Geschwindigkeitsfeld u ( k , t )  wird aus den einfa-
chen Übergangsraten
w
( k

®
 k + k

i

, t )  gemäß der Relation (2.8.5 b) gebildet. f ( k , t )  ist durch

die Kontinuitätsgleichung und der Anfangsbedingung eindeutig bestimmt im Sinne der Sätze

aus der Theorie der partiellen Dif feren tialgleichungen [6 ]. Das Geschwindigkeitsfeld sollte zu

einer einfachen analytischen Größe genähert wer den, damit sich die Berechnungen der Ver-

teilungs funktion verein fachen. Rechnet man mit der exak ten Summe, stellt das kontinu-

umsme cha ni sche Verfahren bei einer numerischen Berechnung unter Umständen keine Ver-

besserung dar.

Wie man mit der kontinuumsmechanischen Methode die Staubverteilungsfunktion berechnet,

soll im Folgenden gezeigt werden, wobei wir uns zunächst auf die bekannte eindimensionale

Verteilungs funktion f ( N , t )  beschränken. Wir nehmen dazu homogenes homomolekulares

Wachstum an (siehe auch [3 ]). Die Ra ten sind  ( k = N , k

i

 =

±
i ) :

R N i N t A f i t v N i i f N i t

R N N i t A f i t v N i f N t

R N N i t A N i f N t

R N i N t A N i i f N i t

N i i N i

N i N

N

N i

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ).

,

,

- ® = - -

® + =

® - =

+ ® = + +

- -

+
a

a

b

b

( 2.8 . 6 )

Dabei bedeuten:

                    A

                              N

                                      - die Oberfläche eines Staubkorns der Größe N ,

                    v

                           i , N

                                         - die Relativgeschwindigkeit zwischen den Stoßpartnern,

                    a
                              ( N , i )  - die Wahrscheinlichkeit, daß ein Teilchen der Größe i  an einem Teilchen der Größe

                    N  haften bleibt und

                    b
                             ( N , i )  - die Rate, mit der ein i -Teilchen von der Oberfläche eines N -Teilchens verdampft.

Die Einteilchenübergangsraten sind demnach:

w a

w a

w b

w b

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ),

( , ) ( , ).

,

,

N i N t A f i t v N i i

N N i t A f i t v N i

N N i t A N i

N i N t A N i i

N i i N i

N i N

N

N i

- ® = -

® + =

® - =

+ ® = +

- -

+

( 2.8 . 7 )

Die Wachstumsgeschwindigkeit ist dann

( )
u N t i N N i t

iA f i t v N i N i
i I

I

N i N

i

I

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ( , ) .

,

= ® +

= -

= -

=
å

å
w

a b

1

( 2.8 . 8 )

Für große N  kann man noch A

N

 mit

A A N

N
d

d

=

-

0

1

( 2.8 . 9 )

nähern, wobei d  die räumliche Dimension der Staubkörner bezeichnet. Man erhält dann mit

( )
1

t
a b

( , )

( , ) ( , ) ( , )

,
N t
i f i t v N i N i

i N

i

I

= -

=
å

1

( 2.8 . 10 )

das einfach aussehende Geschwindigkeitsfeld

u N

N t

N
d

d

( )

( , )

=

-
1

1

t

. ( 2.8 . 11 )

Für große N  hängt
t
 nicht von N  ab (vgl. [3 ], S. 163, Gl. (73)). Ferner wollen wir vorausset-

zen, daß

                                                               t
                                                                       zeitunabhängig ist. Dies würde bedeuten, daß immer gleichbleibend Wachstums-

spezien vorhanden sind und kein Verbrauch auftritt.

Die Kontinuitätsgleichung ergibt sich damit zu

¶

¶

¶

¶ t
f N t

t N

N f N t q N t
d

d

( , )

( , ) ( , ).

+
æ

è
ç
ö

ø

÷ =

-
1

1

( 2.8 . 12 )

Die Keimbildungsrate spiegelt sich hier in den Quellen q ( N , t )  wider. Wir nehmen dazu an,

daß im Größenraum an der Stelle N

*

 Staubkörner mit der Rate J

*

 produziert werden. Dies

müs sen wir tun, da unsere For derung war, daß die Übergänge klein im Vergleich zur be trach-

teten Staubkorngröße sind, wodurch der Bereich B , in dem die TAYLOR-Näherung durch-

führbar ist, weit vom Nullpunkt entfernt ist und somit die Keimbildung eigentlich nicht statt-

finden könnte. Für die Quellen setzen wir also

q N J N N

( ) ( )

* *

= -
d
( 2.8 . 13 )

an. Damit erhalten wir folgende Differentialgleichung:

¶

¶

¶

¶
d
f N t

t N
j N t J N N

( , )

( , ) ( ).

* *

+ = -
( 2.8 . 14 )

j  stellt den Strom (im k -Raum) u f  dar. Es ist bei einem stationärem Problem mit einem Para-

meter sinnvoll, die Gleichung für den Strom und nicht für die Verteilungsfunktion zu lösen.

Dazu wird die Kontinuitätsglei chung mit u ( N )  multipliziert:

¶

¶

¶

¶
d
j

t
u N
j

N
u N J N N

+ = -
( ) ( ) ( )

* *

. ( 2.8 . 15 )

Bei mehr als einem Ordnungsparameter ist diese Vorgehensweise keine nennenswerte Verein-

fa chung, da dann ein gekoppeltes System von partiellen Differentialgleichungen entsteht. Für

die Diffe rentialgleichung (2.8.15)  erhalten wir als charakteristische Gleichungen (siehe An-

hang B)

dt

ds

dN

ds
u N N

dj

ds
u N J N N N J N N
d

d

d

d

=

= =

= - = -

-

-

1

1

1

1

1

,

( ) ,

( ) ( ) ( ).

* * * *
t

d

t
d

( 2.8 . 16 )

Daraus eliminieren wir s , wodurch die ersten beiden Gleichungen auf

dN

dt

N
d

d

=

-
1

1

t

, ( 2.8 . 17 )

und die zweiten beiden Gleichungen auf

dj

dN

J N N

= -

* *

( )
d
( 2.8 . 18 )

gebracht werden. In (2.8.17)  wird die Deutung des Geschwindigkeitsfeldes voll unterstützt.

Die Integration der Gleichungen (2.8.17)  und (2.8.18)  liefert

d N N t t

j j J
d d

× -
æ

è
ç
ö

ø

÷ = -

- =
t

1

0

1

0

0

,

,

*

( 2.8 . 19 )

der Anfangszeitpunkt t

0

 wird null gesetzt. Man erhält

N N
t

d

j j J
d d

0

1 1

0

= -

= -
t

,

.

*

( 2.8 . 20 )

Die beiden Konstanten j

0

 und N

0

 müssen nun durch eine beliebige Anfangsverteilung

     j N

          0 0

                     =

                                     ~

                                                ( )

                                   F
                                                                                    zusammenhängen. Da aber in der Regel nicht die anfängliche Stromverteilung j

0

sondern die anfängli che Größenverteilung f

0

 gegeben ist, lautet der Zusammenhang zwischen

den Konstanten wegen j u f

0 0 0

=
j N N t
d

d

0 0

1

0 0

1

0

= =

-

t

F
( , ) . ( 2.8 . 21 )

Damit ergibt sich die Lösung für den Strom nachdem man N

0

 eliminiert hat:

j J N
t

d

N
t

d
d
d

d
d

= + -
æ

è
ç
ö

ø

÷ -
æ

è
ç
ö

ø

÷
æ

è
ç

ç
ö

ø

÷

÷

-

*

.

1

1

1

1

t t t

F
( 2.8 . 22 )

Die Verteilungsfunktion erhält man, wenn man diese Gleichung noch durch die Geschwindig-

keit teilt:

f N t N J

N
t

d

N

N
t

d
d

d
d

d
d

d
d

( , )

*

= +

-
æ

è
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

-
æ

è
ç
ö

ø

÷
æ

è
ç

ç
ö

ø

÷

÷

-

-

t
t

t

1

1

1

1

1

F

( 2.8 . 23 )

Dies ist die allgemeine Lösung für Staubwachstumsprobleme mit der Keimbildungsrate J

*

und der konstanten Zeitskala
t
. Geht man noch davon aus, daß zu Beginn des Staubbildungs-

pro zesses k ein Staub vorhanden war, muß die Anfangsverteilung identisch null gesetzt wer-

den. Dieses Pro blem ist dann durch

f N t N J
d

d

( , )

*

=

-

t

1

( 2.8 . 24 )

gelöst.

Bei diesem Beispiel war der Geschwindigkeitsvektor u  vollständig bekannt. Das ist aber nicht

immer der Fall. Oft ist nur die zeitliche Ableitung des Geschwindigkeitsvektors bekannt. Wir

kommen auf dieses Problem in Teil 3 bei den Anwendungen zu sprechen.

2.9  Das M omentenverfahren über die Kontinuitätsgleichung

Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung ist es auch möglich ein System von Momentenglei chun-

gen aufzustellen. Ausgegangen wird von der Gleichung (2.8.5)

( )

¶

¶
f t

t
t f t q t

( , )

div ( , ) ( , ) ( , )
k

u k k k

k

+ =
, ( 2.9 . 1 )

die über einen Bereich des k -Raumes  mit der zeitunabhängigen Gewichtung g ( k )  multipliziert

und danach integriert wird:

( )

                                                                                                                     g
f t

t
t f t d g q t d

k
p p
( )

( , )

div ( , ) ( , ) ( ) ( , )
k
k

u k k k k k k

¶

¶

+
é

ë
ê
ù

û
ú

=

                                                                                              òòò òòò

. ( 2.9 . 2 )

Die rechte Seite der Gleichung wird mit Q ( t )  abgekürzt. Auf der linken Seite kann die Ge-

wichtung in die Zeitableitung gezogen werden. Dadurch erhält man die zeitliche Änderung

des Momentes K ( t ) = g f t d
p
( ) ( , )
k k k
òòò

:

( )

¶

¶
g f t

t
g t f t d Q t

k
p

( ) ( , )

( ) div ( , ) ( , ) ( )
k k

k u k k k

+
æ

è
ç
ö

ø

÷ =
òòò

,

( )
dK t

dt
g t f t d Q t

k
p

( )

( ) div ( , ) ( , ) ( )

+ =
òòò

k u k k k . ( 2.9 . 3 )

Das Integral in (2.9.3)  muß noch weiter umgeformt werden. Es gilt (ohne Argumente):

g g g
div div( ) grad
j j j

= -
. ( 2.9 . 4 )

Dabei wurde zur Abkürzung j  = u f  gesetzt. Dadurch ergibt sich:

( )
dK t

dt
g f f g d Q t

k k
p

( )

div ( ) grad ( )

+ - =
òòò

u u k . ( 2.9 . 5 )

Nach dem GAUSSschen Satz kann das Volumenintegral über die Divergenz in ein Oberflä-

chenintegral überführt werden. Für diesen Term erhält man folgenden Ausdruck:

( )

div ( )

k
p p
g f d g f d
u k u
òòò òò

= - 1 s
. ( 2.9 . 6 )

Dies bezeichnet den gesamten aus dem Volumen austretenden Strom, der mit g ( k )  ge wichtet

ist. Wir bezeichnen ihn mit ˘ J ( t )  ( J  steht also für den gewichteten einfallenden Ge samtstrom).

Aus (2.9.5)  wird dann

( )
dK t

dt
f t t g d J t Q t

k
p

( )

( , ) ( , ) grad ( ) ( ) ( )

= + +
òòò

k u k k k . ( 2.9 . 7 )

Es müssen nun zwei Bedingungen gestellt werden, damit daraus eine einfache Momentenglei-

chung wird. Zum ersten muß die Gewichtung die Bedingung

u k k k

( , ) grad ( ) ( )
t g g

k

=
( 2.9 . 8 )

erfüllen, damit das letzte ausbleibende Integral wieder in das Moment K  verwandelt werden

kann. Das ist aber nur dann sinnvoll, wenn der Geschwindigkeitsvektor u ( k , t ) in einen

zeitabhängigen skalaren Teil
w
( t )  und einen parameterabhängigen vektoriellen Teil h ( k )  sepa-

rierbar ist. Dies ist die zweite Bedingung. In (2.9.8)  würde die Gewichtung zeitabhängig wer-

den, was im Widerspruch zur Annahme steht

6
. Die Bedingungen lauten demnach

a)

b)
u k h k

h k k k

( , ) ( ) ( )

( ) grad ( ) ( )
t t

g g

k

=

=
w

( 2.9 . 9 )

Damit ergibt sich für die Momentengleichung

dK t

dt
t K t J t Q t

( )

( ) ( ) ( ) ( )

= + +
w
. ( 2.9 . 10 )

Q ( t )  kann nun als der durch die nichtkontinuierlichen Prozesse geleistete Beitrag zur Momen-

tenänderung (gewichtet mit g ) gedeutet werden. Diese gehen additiv in die Momentenglei-

chung ein, was nicht verwunderlich ist, da die kontinuierlichen und nichtkontinuierlichen Pro-

zesse über die Raten additiv entkoppelt worden waren. J ( t )  ist der von außen zuströmende Teil

der kontinuierlichen Prozesse und ver gleichbar mit der Keimbildungsrate im Teilchenzahlfor-

malismus. Die ganze Herleitung ist ana log mit indizierten Momenten und Ge wichtungen

mög lich. Im Gegensatz zu der vorher behan delten Gewichtungsbedingung stellt (2.9.9 b) eine

Glei chung für eine Unbekannte dar. Sie ist daher nicht überbestimmt wie  es bei der Gleichung

(2.5.1 ) der Fall war und stellt so mit keine Forderungen an h ( k ) . Der Grund dafür liegt in der

Definition des Geschwindigkeitsfel des (2.8.5) , in der die Raten zu einem Vektor zusammen-

ge faßt werden und dadurch das Ska larpro dukt mit dem Gradienten in (2.9.9 b) entsteht

7
. Die

6
     Der Grund für die Zeitunabhängigkeit der Gewichtung bestand darin, daß das Moment sich nur dann zeitlich

ändern soll, wenn sich die Verteilungsfunktion zeitlich ändert, da die Momente den Zustand des Staubes reprä-

sentieren sollen.

7
     In der anderen Herleitung der Momentengleichung (Kapitel 2.4 ) erhielten wir das Produkt des Gradienten mit

ei ner skalaren Funktion.

ein zig übrig blei bende Forderung ist die Sepa ration des Geschwindigkeitsvektors. Für d en ein-

di mensionalen Fall ergibt sich wieder die in Kapitel 2.1  betrachtete Situation.

Eine weitere Aufspaltung des Geschwindigkeitsvektors ist nicht sinnvoll: Mit

u k h k h k

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t

= +
w w

1 1 2 2

( 2.9 . 11 )

läßt sich zwar eine weitere Momentengleichung aufstellen

dK t

dt
t K t t K t J t Q t

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= + + +
w w

1 1 2 2

, ( 2.9 . 12 )

jedoch müssen dann folgende Gleichungen erfüllt sein:

h k k k

h k k k

1 1

2 2

( ) grad ( ) ( )

( ) grad ( ) ( )
k

k
g g

g g

=

=

( 2.9 . 13 )

Dies sind zwei Gleichungen mit drei Unbekannten. Somit ist das System unterbestimmt.

Diese Methode ist nur dann anwendbar, wenn ein Moment und deren zeitliche Entwicklung

auf an dere Art und Weise bekannt sind. In der Regel sollen jedoch ge rade diese Eigenschaften

des Staubes berechnet werden.

Um also Momentengleichungen aufstellen zu können, muß für jedes Problem die Bedingung

(2.9.9 a) geprüft und ggf. genähert werden. Dann müssen (2.9.9 b) gelöst und die sich ergeben-

den Momente physikalisch gedeutet werden. Allerdings ist schon die Berechnung von Staub-

wachstum und Drift mit dieser Methode nicht durchführbar, da der Geschwindigkeitsvektor u

aus Momentangeschwindigkeit v  und Wachstumsgeschwindigkeit
t
 zusammengesetzt ist.

Diese haben völlig verschiedene funktionale Zeitabhängigkeiten, so daß sie nicht von den

Kompo nenten entkoppelt werden können.

Gleichung (2.9.9 b) stellt, wie die Kontinuitätsgleichung, eine partielle Differentialgleichung

erster Ordnung dar. Das analytische Problem bleibt daher mit Ausnahme der Zeitabhängigkeit

das Gleiche. Allerdings hat man nach Lösung der Gleichung (2.9.9 b) das Problem noch nicht

gelöst. Im Gegensatz zur Kontinuitätsgleichung, bei der das Resultat nach Integrieren der Cha-

rakteristiken vorliegt, muß zusätzlich die Momentengleichung gelöst werden. Dann kommt

noch hinzu, daß die Momente möglicherweise keine physikalische Interpretation finden. Es ist

daher ratsam, gleich die Kontinuitätsgleichung zu lösen.

2.10  Numerische Behandlung der Kontinuitätsgleichung nach der

Charakteristikenmethode

Es gibt genügend Staubwachstumsprobleme, bei denen die Raten für eine analytische Behand-

lung zu kompliziert sind (siehe z.B. [4 ]) und daher Kontinuitätsgleichung nur numerisch zu

lösen ist. Es sol len in diesem Kapitel zwei Möglichkeiten der numerischen Behandlung vorge-

stellt werden. Die Erste löst die Kontinuitätsgleichung über das Charakteristikenverfahren, das

auch bei der ana lytischen Methode benutzt wird (siehe Kapitel 2.8  und Anhang B), die Zweite

löst die Konti nuitätsgleichung  durch direkt e Dif feren zenbildung, wie sie üblicherweise gelöst

wird (wie z.B. in [7 ]  Kapitel 7.1).

Für die erste Methode wird zunächst die Anfangsverteilung diskretisiert. Dazu überdeckt man

den k -Raum mit einem Punktgitter und ordnet jedem dieser Punkte im k -Raum über die An-

fangsvertei lung einen Wert für die Verteilungsfunktion zu. Man erhält damit ein Satz von An-

fangswerten für k  und f

f t

d d

0 0

0

, ,

( , )

= =
j
k . ( 2.10 . 1 )

Der Parameter d , der das Punktgitter durchnumeriert, geht von 1 bis D . Die Kontinuitätsglei-

chung kann man mit Hilfe eines Systems von gewöhnlichen Differentialgleichungen lö sen.

Wir gehen von der allgemeinen Kontinuitätsgleichung

( )

¶

¶
f t

t
t f t q t

( , )

div ( , ) ( , ) ( , )
k

u k k k

k

+ =
( 2.10 . 2 )

aus und erhalten, nachdem wir den Divergenzausdruck zerlegt haben, das charakteristische

Glei chungssystem

( )
dt

ds

d

ds
t

df

ds
q t f t

=

=

= -

1 ,

( , ),

( , ) div ( , ) .

k

u k

k u k

k

( 2.10 . 3 )

Durch die erste Gleichung in (2.10.3)  kann man ds  durch dt  ersetzen:

( )
d

dt
t

df

dt
q t f t
k

u k

k u k

k

=

= -

( , ),

( , ) div ( , ) .

( 2.10 . 4 )

Diskretisiert sehen die Differentialgleichungen folgendermaßen aus:

( )
k k u k

k u k
t
i

+

+

= +

= + -

D

D

D

D
t d t d t d i i

t t d t d t d i t d k t d i i
i i i

i i i i i i
t t

f f q t f div t t

, , ,

, , , , ,

( , )

( , ) ( , )

( 2.10 . 5 )

Dieses Differentialgleichungssystem lösen wir jetzt D  mal mit den D  verschiedenen Anfangs-

be dingun gen. Man berechnet also im Prinzip die Endpunkte der Charakteristiken mit den vor-

ge gebenen An fangswerten. Zu einer Zeit t  ergeben sich dann die Werte

k k

k
t d d d

t d d d
f t

f f t

, , ,

, , ,

( , , ),

( , , ).

0 0

0 0

( 2.10 . 6 )

Dadurch erhalten wir ein neues im allgemeinen verzerrtes Gitter im k -Raum und die dazuge-

hö rigen Werte der Verteilungsfunktion. Es ist bei dieser numerischen Methode nicht möglich,

die zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunktion für einen festen Bereich im k - Raum zu be-

rech nen, weil sich die Anfangswerte mit der Zeit längs der Charakteristiken verschoben ha-

ben. Die ser Sachverhalt ist in Abbildung 2.10.1  dargestellt.

                                                  f

k

1

k

1
t

0
t

1

                                       Abbildung 2.10 . 1 : Grafische Darstellung der Entwicklung der Verteilungsfunktion von einem Zeit-

                                       punkt t
                                                                              0

                                                                                   zu einem Zeitpunkt t
1

. Die Überdeckung des k -Raumes  ändert sich ebenfalls mit der Zeit.

Man kann sich die Vorgehensweise an einem Diagramm veranschaulichen:

                                                      f ( k , t =0 )

                                                      Anfangsverteilung
f ( k , t )

Endverteilung

                                                      k

                                                              0,  d

                                                      f

                                                           0,  d

                                                      diskretes Anfangsgitter
k

t ,  d

f

t ,  d

Endpunkte der C harakteristiken

C harakteristische

Gleichungen

                                                                                                            Diskretisierung

                                       Abbildung 2.10 . 2 : Schematische Darstellung des Lösungsverfahrens mit Hilfe der charakteristi-

                                       schen Gleichung

Um also die Verteilungsfunktion zu berechnen, muß man D  ( p + 1)  Differentialgleichungen

lösen ( p  ist die Anzahl der Ordnungsparameter).

Bei der zweiten Methode werden die partiellen Ableitungen in Differenzen verwandelt. Dazu

ist es notwendig, daß die Parameter jeder für sich diskretisiert werden, um die partiellen Ab-

leitungen um schreiben zu können. Dadurch entsteht ein orthogonales Gitter im k -Raum. Gibt

man nun eine Anfangsverteilung vor, dann sind die Anfangswerte automatisch durch die Dis-

kretisierung vorgegeben. Das war bei der vorherigen Methode nicht so. Dort konnten die D

Anfangswerte in dem betrachteten Bereich beliebig angeordnet sein.

k k i p d D

t t n N
i

d
i

i i

n
i

® = =

® =

; , , ; , ,

; , ,

1 1

0

� �

�

( 2.10 . 7 )

Wir kürzen ab:

f k k k t f

d d d
p

n d d d n
p p

( , , , , )

, , , ,
1 2 1 2

1 2
�

�

=
( 2.10 . 8 )

Die Verteilungsfunktion ist durch die Anfangsverteilung zur Zeit t

0

 gegeben. Mit dieser Vorbe-

reitung können wir die Kontinuitätsgleichung direkt diskretisieren, wobei wir darauf achten

müssen, daß der Strom u f  eine flußartige Größe ist:

                                                     f f
j j

k k
q t t

                                                            d d n d d n
d d d n
i

d d d n
i

d
i

d
i d d n

i
p

n n
                                                                                          p p
i p i p

i i
p

                                                                 1 1

1

1
2 1

1
2

1
2

1
2

1

                                                                                                             1

1

1

                                                                     , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , ,

( )

                                                                       � �

� � � �

�

                                                                                                       +

- +

+ -

=

+

                                                                                                                       = +

-

-

+
æ

è
ç

ç
ö

ø

÷

÷

-
å

( 2.10 . 9 )

Dabei wurde zur Vereinfachung j = u f  gesetzt. Außerdem bedeuten:

[ ]

[ ]

                                                                              k k k

                                                                                j j k k k t j k k k t

                                                                                     d

                                                                                      i

d
i

d
i

                                                                                    d d d n

                                                                                     i i

d d
i

d
p

n
i

d d
i

d
p

n

                                                                                           i i i

                                                                                                                   i p i p i p

                                                                                               ± ±

                                                                                                                        ± ±

                                                                                                                    = +

= +

                                                                                                      1
                                                                                                          2

                                                                                          1

1
2 1 1

1

2 1

1

2

1

1

1

,

( , , , , , ) ( , , , , , ) ,

                                                                                               , , , , ,
                                                                                                 � �

� � � �

( 2.10 . 10 )

Diese Ausdrücke kann man noch in ( 2.10.9)  einsetzten und erhält:

                                                       f f
j j

k k
q t t

                                                             d d n d d n
d d d n
i

d d d n
i

d
i

d
i d d n

i
p

n n
                                                                                             p p
i p i p

i i
p

                                                                   1 1

1 1

1

                                                                                                                  1

1 1

1 1

1

1

                                                                        , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , ,

( )

                                                                          � �

� � � �

�

                                                                                                            +

- +

+ -

=

+

= +

-

-

+
æ

è
ç

ç
ö

ø

÷

÷

-
å

( 2.10 . 11 )

Diese Methode ist aufwendiger als die vorherige, hat jedoch den Vorteil, daß sie die Vertei-

lung in einem fest vorgegebenen Bereich berechnet. Es ist für eine zeitsparende Berechnung

besser die erste Methode zu verwenden, weil eine beliebige diskrete Überdeckung gewählt

werden kann.

2.11  Irrw ege

Im Folgenden Abschnitt dieser Arbeit sollen diejenigen Ansätze vorgestellt werden, die nicht

in gewünschter Weise zum Erfolg geführt haben. Damit wird auch verdeutlicht, welche Pro-

bleme bei einem Momentenverfahren mit mehrdimensionaler Verteilungsfunktion entstehen

können.

Ausgehend von der Definition für das Moment K

1

K t g f t

B

1 1

( ) ( ) ( , )

=
å

k k ( 2.11 . 1 )

erhält man durch Zeitableitung

[ ]
dK t

dt
g g R J

i i

B
i

B

1

1 1

( )

( ) ( ) ( )

= + - ® + +
å
å

k k k k k k

¶

, ( 2.11 . 2 )

wobei J

                                                             B

                                                         ¶

                                                                       wieder die mit g  gewichteten Übergänge in B  sind. Für die eckigen Klammern setzt

man wieder die Taylor-Näherung ein:

                                                                                            dK t

                                                                                                          dt
k
g

k
k
g

k
k
g

k

R J

i i i
p

p

B
i
i B

                                                                                                               1 1 1

1

2 1

2

1

                                                                                                                     ( )

( )

= + + +
é

ë
ê
ù

û
ú

® + +
å
å

¶

¶

¶

¶

¶

¶ ¶

�
k k k . ( 2.11 . 3 )

Betrachten wir den Fall p = 2  und setzen k

1
= x  und k

2
= y . Mit der Separation der Raten erhal-

ten wir

                                          dK t

                                                        dt
x
g x y

x
h x y y
g x y

y
h x y x y f x y t J

i i

B

                                                                                                                i
i i B

                                                             1 1 1

                                                                   ( ) ( , )

( , )

( , )

( , ) ( , ) ( , , )

                                                                                           = +
é

ë
ê
ù

û
ú

+
å

                                                                                                         å

¶

¶

¶

¶
w

¶

.

( 2.11 . 4 )

Wir definieren

¶

¶

¶

¶
g

x
h g
g

y
h g

1

2

1

3

= =
 und , ( 2.11 . 5 )

so daß

dK

dt
u K u K J
x

y
x y
u

u
x y B
i

i
i i
x

y

1

2 3

= + + =
æ

è
ç
ö

ø

÷

=
æ

è
ç
ö

ø

÷
å

¶
w
 mit u

i

( , ) ( 2.11 . 6 )
entsteht. Um aber das Gleichungssystem komplett zu machen, müssen auch die zeitli chen Än-

derungen von K

                                                                                                            2

                                                                                                                   und K

3

 bestimmt werden, die aus den Momenten K

i

 ( i =1

¼
3)  zu sammen ge-

setzt sind. Dadurch entstehen Bedingungen für die Funktionen g

1

 und g

2

 :

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶
g

x
h
g

y
h
g

x
h
g

y
h

2 2 3 3
= = = =
? ? ? ? ( 2.11 . 7 )

Zusammen mit (2.11.5)  sind das 6 Gleichungen für die 3 unbekannten Funktionen g

i

.  Im allge-

meinen gibt es immer p  mal so viele Gleichungen wie es Unbekannte gibt, um das Glei-

chungs system vollständig zu machen. Auf diese Überbestimmtheit trifft man immer dann,

wenn die Zahl der Ordnungspa ra meter größer ist als eins, also mehrdimensional. Der Grund

dafür ist die Tatsache, daß bei der Mo mentenbildung die Raten auf Geraden im k - Raum zu-

sammengefaßt werden. Man könnte nun versu chen die Raten auf andere Art und Weise zu-

sammenzufassen, beispielsweise auf Kur ven. Aber das würde das Problem nicht beheben son-

dern nur kompli zierter machen, da auch hier eine mehrdimen sionale Mannigfaltigkeit in eine

eindimensionale reduziert wird.

Eine andere Möglichkeit bestünde darin, bei der Taylor-Näherung nicht bis zur ersten sondern

bis zur zweiten Ordnung zu gehen. Aber damit hätte man noch mehr Unbekannte und würde

eine noch größere Überbestimmtheit erlangen.

3  ANWENDUNGEN

In diesem Abschnitt der Diplomarbeit sollen modellhaft einige Beispiele gegeben werden, um

die An wendungsvielfalt des Verfahrens zu demonstrieren. Dabei wird hier mehr Wert auf eine

theoretische Behandlung als auf eine numerische Berechnung gelegt.

3.1  Wachstum und Drift homogen zusammengesetzter Staub teil-

chen

Es sei eine Verteilungsfunktion f ( r , N , t )  gegeben, die angibt, wieviele Staubteilchen der

Größe N  im Volumen d

3
r  um den Ort r   vorhanden sind. Wir betrachten zunächst ein ruhen-

des Staubkorn, das von einem heißen Gas umgeben ist. Die Gasatome oder -moleküle treffen

gleichmäßig mit einer mitt leren thermischen Geschwindigkeit v

th

 auf die Oberfläche des als

sphärisch angenommenen Staub korns.

v

th
n

0

                                       Abbildung 3.1 . 1 : Diese Grafik soll veranschaulichen, daß die Gasteilchen im Mittel senkrecht auf

                                       die Oberfläche des Staubkorns treffen. An jedem Punkt der Oberfläche hat der Geschwindigkeits-

                                       vektor die Form v

th

 = ˘ v

th
n

0

 .

Die Zahl der Gasatome pro Zeiteinheit, die an dem Staubkorn haften bleibt, ist gegeben durch:

Z n d n dA

zu th

A
th

A

= - = -
ò ò

a a
v A v n

0

. ( 3.1 . 1 )

Dabei steht n  für die Dichte der Gasmoleküle,
a
 für die Haftwahrscheinlichkeit und d A  ist das

Ober flächenelement des Staubteilchens. Die Geschwind igkeit ist hier vektoriell geschrieben

und zeigt im mer in entgegengesetzter Richtung der Flächennormalen v n

th th
v

= -

0

. Dadurch

erklärt sich auch das negative Vorzeichen vor dem Integral. n

0

 ist der Flächennormalenvektor.

Eine prä zisere Ber echnung erfordert die Kenntnis der Geschwindigkeitsverteilung f

max

( v )  der

Gasatome. Dann muß über den Geschwindigkeitsraum integriert werden:

Z n f d dA

zu

R

A

= -
ò
ò

a
v n v v

v

0

3

3
max

( ) . ( 3.1 . 2 )

Exemplarisch sei hier eine Maxwellverteilung angesetzt:

f
m

kT
m

kT
max

( ) exp .

v v

=
æ

è
ç
ö

ø

÷ -
æ

è
ç
ö

ø

÷

2 2

3

2

p

( 3.1 . 3 )

Damit die Gasatome, die sich von der Oberfläche weg bewegen, nicht in das Integral mit ein-

bezogen werden, benötigen wir die Sprungfunktion

Q
( )
x .  Für sie gilt

8

Q
( )

,

.

x
x<

x

=

³
ì

í

î

0 0

1 0
für

für

( 3.1 . 4 )

Damit ergibt sich:

Z n f d dA

zu

R

A

= - -
ò
ò

a
v n v v n v

v

0 0

3

3
max

( ) ( )

Q
( 3.1 . 5 )

Wenn sich nun das Staubteilchen mit der Geschwindigkeit v

d

 bewegt, muß die Geschwindig-

keits verteilung mit v v v

- ®

d

 substituiert werden:

( )

Z n f d dA

zu d d

R

A

= - - - -
ò
ò

a
v n v v v v n v

v

0 0

3

3
max

( ) ( )

Q
( 3.1 . 6 )

Analog kann das Verdampfen von Gasatomen vom Staubteilchen kann ebenfalls als Flächen-

integral ge schrieben werden

Z dA

ab

A

=
ò

b
. ( 3.1 . 7 )

Nach dieser Betrachtung kehren wir zur Verteilungsfunktion f ( r , N , t )  zurück. Ein allgemeiner

Zu stand besteht also aus vier Komponenten r

x

,  r

y

, r

z

 und N .  Betrachten wir den Übergang von

einem Zu stand k  in einen Zustand k + k

i

:

r r r

N N N
æ

è
ç
ö

ø

÷ ®
æ

è
ç
ö

ø

÷ +
æ

è
ç
ö

ø

÷

D

D

. ( 3.1 . 8 )

Setzen wir zu nächst

D
r  = 0,  erhalten wir

8
     Es sei noch erwähnt, daß die Sprung funktion eliminiert werden kann, indem man die Integra ti onsgrenzen

einschränkt.

k

i N

=
æ

è
ç
ö

ø

÷

0

D

. ( 3.1 . 9 )

Es handelt sich dabei um Wachstums- und Verdampfungsprozesse, die ein ruhendes Staub-

korn um die Größe

D
N  anwach sen beziehungsweise, falls

D
N < 0  ist, schrumpfen lassen. Wir

können somit für die Einteilchen über gangs rate

w
r

N
r

N
r

r
æ

è
ç
ö

ø

÷ ®
æ

è
ç
ö

ø

÷ +
æ

è
ç
ö

ø

÷
æ

è
ç
ö

ø

÷
=

>

<
ì

í

î

0 0

0

D

D D

D D
N

Z N N N

Z N N N
zu

ab

( , , )

( , , )
für

für

( 3.1 . 10 )

schreiben.

Betrachten wir jetzt den Fall

D
N  = 0  und

D
r

¹
 0 . Wir beziehen uns auf ein Volumenelement

   d

              3
                    r  um den Ort r . Die Zahl der Teilchen, die bei r dr

x x

-
 eintreten ist

v r dr N f r dr N t

x x x x x

( , ) ( , , )

- × -

mal der betrachteten Fläche des Volumenelements A = d

3
r / dr

x

. Die Zahl der Teilchen, die bei

  r dr

        x x

                   +
                                                       aus treten ist

v r dr N f r dr N t A

x x x x x

( , ) ( , , )

+ × + ×
.

Man erhält also:

                                        ¶

                                                                    ¶

                                                f N t

                                                                            t

                                                                                                                 d
v r dr N f r dr N v r dr N f r dr N

dr
d
x x x x x x x x x x

x

                                                          ( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

                                                                r

r r

3 3

=

- × - - + × +

.

( 3.1 . 11 )

Natürlich muß diese Betrachtung mit jeder räumlichen Komponente von r  getan werden. Mit

dem Grenzübergang dr

x

®
 0  geht die Differenz in eine Ableitung über und es ergibt sich die

bekannte Divergenz über den Strom v f . Wenn man jetzt noch den Grenzwert dt

®
 0  durch-

führt und d

                                                                                3
                                                                                      r  ausklammert, ergibt sich

( )

¶

¶
f N t

t

N t f N t

( , , )

div ( , , ) ( , , )
r

v r r

= -
, ( 3.1 . 12 )

aber nur für den Fall

D
N  = 0 . Diese Ableitung, die im Prinzip nur einer Wiederholung der Her-

leitung der Kontinuitätsgleichung in der Kontinuumsmechanik entspricht, zeigt, wie die Kon-

ti nuitätsgleichung in der Mechanik auch durch eine Mastergleichung beschrieben werden

kann, wenn man den dreidimensionalen Ortsraum in Zellen aufteilt und für jede Zelle Raten
von Zu- und Abnahme der Teilchenzahl pro Zeiteinheit bestimmt. Die Raten sind gerade

durch den Strom, der durch die Zellwände geht, gegeben.

Wie sehen nun die Raten aus, wenn

D
N

¹
 0 ?  Gibt es einen Prozeß der dafür sorgt, daß gleich-

zeitig N  und r  geändert werden, wie es in der nachfol genden Abbildung gezeigt ist?

N

r

D
r

D
N

                                                                                                 Abbildung 3.1 . 2 : Veranschaulichung eines Überganges mit

D
N

¹
 0  und

D
r

¹
 0.

Dabei wird hier nach einem  Prozeß und nicht nach zwei aufeinanderfolgenden gesucht. Ich

bin zu dem Ergebnis gekommen, daß Staubwachstum und Drift als voneinander unabhängige

Pro zesse anzusehen sind und es in diesem Sinne keine solchen Über gänge gibt. Zwar beein-

flussen sich beide Phänomene (z.B. ist die Wachstumsgeschwindigkeit von der Ort abhängig

und die Driftgeschwindigkeit hängt mit der Teilchengröße zusammen), jedoch bilden sie kei-

nen ge meinsamen Prozeß. Wenn ein Monomer auf das Sta ubkorn trifft ändert sich nur der Im-

puls und die Monomerenzahl des Staubkorns, jedoch nicht der Ort. Der allgemeine Ansatz

lautet also

( )

(

)

                                                                                                        ¶

¶

                                                                                                                f N t

t

N t f N t

Z N i f N i t Z N f N t

Z N i f N i t Z N f N t
zu ab

i

I

ab zu

( , , )

div ( , , ) ( , , )

( ) ( , , ) ( ) ( , , )

( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ,
r

v r r

r r

r r

= -

+ - × - - ×

+ + × + - ×

=
å

1

( 3.1 . 13 )

und wir können die kontinuumsmechanische Näherung durchführen. Man erhält

( )

                                                                                     ¶

                                                                                                                 ¶

¶

¶ t

                                                                                             f N t

                                                                                                                        t

N t f N t

N N t
f N t

                                                                                                      ( , , )

div ( , , ) ( , , )

~

( , , )

( , , )

                                                                                                            r

v r r

r
r

+ +
æ

è
ç
ö

ø

÷

=

1

0 ( 3.1 . 14 )

mit

( )

1

1

~

( , , )

( , ) ( , )

t
r
r r

N t
i Z N Z N

zu ab

i

I

= -

=
å

. ( 3.1 . 15 )

Es wurde schon darauf hingewiesen, daß es vor kom men kann, daß bei manc hen Problemen

nicht die Prozeßgeschwindigkeit u  selbst, son dern nur ihre zeitliche Ableitung bekannt ist.

Das hängt von der jeweils betrachteten physika lischen Situation ab und ist hier der Fall. Bei

diesem Staubwachstumsproblem kennt man nicht das Ge sc hwindigkeitsfeld v ( N ,  r , t )  sondern

nur das Beschleunigungsfeld

d N t

dt

N t
v r

a r

( , , )

( , , )

=
, ( 3.1 . 16 )

welches durch die auf das Staubkorn einwirkenden Kräfte gegeben ist. Dadurch ist es nicht

möglich die Kontinuitätsgleichung für f ( N , r , t ) mit Hilfe des Charakteristiken verfahrens

analytisch  zu lösen, weil man dazu die Ableitungen aller u -Komponenten benötigt. Da wir

aber die kineti sche Geschwindigkeit nicht kennen, können wir die Kontinuitätsgleichung nicht

so umschrei ben, daß man darauf ein Charakteristikenverfahren anwenden kann

9

. Man behebt

das Pro blem, indem man die Geschwindigkeit v  als zusätzlichen Parameter in die Verteilungs-

funk tion inte griert: f ( N , r , v , t ) . Man muß sich dann wieder klar machen, ob es Prozesse k

i

gibt, die gleich zeitig die Größe, den Ort und die Geschwindigkeit eines Staubkorns ändern.

Diese Frage ist eindeutig mit �Ja^ zu beantworten, da ein auf das Staubkorn treffendes Gas-

atom das Staub korn beschleunigt, wenn auch nur minimal

10

. Der Ge schwindigkeitsvektor u

muß also wieder neu berechnet werden. Trotzdem ergibt sich die Kontinui tätsgleichung zu

( ) ( )

¶

¶

¶

¶ t

¶

¶

¶

¶
f

t N
f f f

+
æ

è
ç
ö

ø

÷ + + =

1

0

~

r
v

v
a . ( 3.1 . 17 )

¶
        /

             ¶
                     r  und

                                                             ¶
                                                                     /

                                                                          ¶
                                                                                  v  stehen jeweils für die Divergenz. Der Vektor u  besteht nun aus 7 Komponenten,

eine für das Staubwachstum, drei für die Ge schwindigkeit und drei für die Beschleunigung.

Gleichung (3.1.17)  entspricht der Boltzmanngleichung mit dem Unterschied, daß das Stoßin-

te gral a uf der rechten Seite fehlt. Dafür enthält sie die Divergenz im Größenraum.

Wir erhalten nun das Charakteristikensystem

9
     div( ) grad div

                                 u u u
                                         f f f

                                                         = × + ×

10
          Dies geht aus einer Impulsbilanz hervor.

dN

dt

N

d

dt

d

dt

df

dt
f
d

d

N
d

d

d

=

=

=

= -

-

+
æ

è
ç
ö

ø

÷

-

-

1

1 1

1

1

~

,

,

,

~

.

t

t

¶

¶
r

v

v

a

a

v

( 3.1 . 18 )

Ab hier wäre eine numerische Berechnung von Nöten, da die Beziehungen zwischen Ge-

schwindigkeits- und Beschleunigungsfeld sowie der Teilchengröße sehr komplex sind. Im

Rahmen dieser Diplomarbeit wird die numerische Berechnung nicht weiter verfolgt, sondern

auf KRÜGER, WOITKE & SEDLMAYR [4 ] verwiesen, die dieses Problem stationär sowie in

einer Orts- und Ge schwindigkeitsrichtung mit einer Mehrkomponentenmethode gelöst haben.

3.2  Wachstum unterschiedlich geformter Staubkörner

Dieses Beispiel beschreibt homogenes Staubwachstum, wobei der Staub aus unterschiedlich

ge formten Quadern bestehen soll. Das ist natürlich ein sehr extravagantes Modell, weil die

Staubkörner in Wirklichkeit unregelmäßig geformt sind. Wir wenden es hier an, um wenig-

stens das Prinzip des Wachstums unregelmäßig geformter Staubkörner zu erkennen. Die

Kantenlän gen eines Quaders seinen a ,  b  und c . Die Verteilungsfunktion f ( a , b , c , t ) dadbdc

gibt an, wie viele Staubteilchen mit dem Seitenlän gen  a, b, c  im Intervall dadbdc  existieren.

Ferner wollen wir vereinfachend annehmen, daß die Quader von einem Gas umge ben sind,

das aus vielen kleinen Würfeln der Kantenlänge d  be steht, und daß die Flächen aller Würfel

und Quader stets parallel sind. Wie sieht nun die zeitli che Entwicklung der Verteilungsfunk-

tion aus?

Zunächst einmal ist klar, daß das Wachstum zweier Kantenlängen nicht korreliert ist. Es gibt

keinen Prozeß, der dafür sorgt, daß gleichzeitig etwa a  und b  geändert werden, weil ein Wür-

fel entweder auf die eine oder auf die andere Fläche eines Quaders treffen kann.

Betrachten wir exemplarisch die Seitenlänge a . Die für die Würfel zur Verfügung stehende

Flä che ist A

                                                                              a

                                                                                     = bc .

a
b
c
d

v

A

a

                                       Abbildung 3.2 . 1 : Diese Grafik gibt eine Vorstellung von dem Wachstumsprozeß. Ein Gasmolekül

                                       trifft auf die Oberfläche des Staubkorns. Ein Stoß auf die Kanten und Ecken des Quaders bleibt

                                       unberücksichtigt (durchgestrichener Pfeil).

Die Wahrscheinlichkeit p , daß ein Würfel auf dieser Fläche haften bleibt, ist

p j A t

a a a

= a D
. ( 3.2 . 1 )

Dabei bezeichnet j

a

 den Würfelstrom auf die Fläche A

a

.

a

a

 ist wieder die Haftwahrscheinlich-

keit. Um wieviel ist jetzt a  gewachsen?  Für den Aufbau einer ganzen Würfelschicht sind Z  =

A

          a

                / d

                             2
                                   Würfel nötig. Wenn so viele Würfel die Fläche A

a

 treffen, ist die Kantenlänge um d  ge-

wachsen. Trifft aber nur ein Würfel auf die Fläche A

a

, dann ist die Kantenlänge a  im Mittel

nur um d / Z  also d

                                                                                                                      3
/ A

a

 ge wachsen. Also ist

w a
a a
d

A
j A

a
a a a

® +
æ

è
ç
ö

ø

÷ =

3

2 ( 3.2 . 2 )

die Rate dafür, daß a  um d

3
/ A

a

 wächst. Der Faktor zwei berücksichtigt die Tatsache, daß zwei

Sei ten zum Wachstum zur Verfügung stehen, und daß beide Seiten gleichermaßen wachsen.

Die Übergangswahrscheinlichkeit, daß ein Würfel von einem Quader verdampft, ist

w b
a a
d

A

A

a
a a

® -
æ

è
ç
ö

ø

÷ =

3

2 , ( 3.2 . 3 )

wobei

                                              b

                                                       a

                                                              die Wahrscheinlichkeit (pro Zeiteinheit) dafür ist, daß sich ein Würfel vom Quader

löst. Die anderen Raten sehen entsprechend aus:

                                             w a w b

                                                  w a w b

                                                                b b
d

A
j A b b
d

A

A

                                                                      c c
d

A
j A c c
d

A

A
b
b b b
d

A

b
b b
d

A

c
c c c

d

A
c
c
b b

c

                                                                            ® +

                                                         æ

                                                         è

                                                         ç
ö

ø

÷ = =
æ

è
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

® -
æ

è
ç
ö

ø

÷ = = -
æ

è
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

                                                                                ® +

                                                              æ

                                                              è

                                                              ç
ö

ø

÷ = =
æ

è
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

® -
æ

è
ç
ö

ø

÷ =

3

3

3

4

3

5

3

2

0

0

2

0

0

2

0

0 2

3 3

3

, ; , ;

, ;

k k

k

c

d

A

c

, .

k

6

0

0

3

=

-
æ

è
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

( 3.2 . 4 )

Der Geschwindigkeitsvektor ist dann:

u k k k k

i i

= ® + =

-

-

-
æ

è
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

=
æ

è
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

=
å

w
a b

a b

a b
t

t

t

( ) .

i
a a a

b b b

c c c

Würfel
d
j

j

j

V
a

b

c

1

6

3

1

1

1

2 2 ( 3.2 . 5 )

Man beachte, daß 1/
t

i

 die Dimension 1/(m

2
s)  hat. In diese Gleichung geht interessanterweise

nur das Würfelvolumen und die unterschiedlichen Zeit skalen der jeweiligen Seiten ein. Man

kann zeigen, daß dieses Ergebnis auch für einen beliebig ge formtes kleines Quaderchen gilt,

der anstelle des Würfels für das Wachstum verantwortlich ist. In diesem Falle würde anstelle

des Würfelvolumens das Qua derchenvolumen in (3.2.5)  eingehen. Man könnte jetzt weiterge-

hen und die Orientierung der Würfel zum Quader berücksichtigen, was eine Abhängigkeit der

Haftwahrscheinlichkeit von der Orientierung zur Folge hätte. Wir wollen diesen Weg nicht

weiter verfolgen, sondern die Kontinuitätsgleichung betrachten. Sie lautet

( )

¶

¶
f t

t
f t q t

( , )

div ( , ) ( , )
k

u k k

k

+ =
. ( 3.2 . 6 )

Hier kann man den Geschwindigkeitsvektor vorziehen, wenn die Zeitskalen 1

t

i

 nicht von den

Qua derausmaßen abhängen:

¶

¶
f t

t
f t q t

( , )

grad ( , ) ( , )
k

u k k

k

+ =
. ( 3.2 . 7 )

Die Lösung dieser Gleichung ist

f t q t t dt t

( , ) ( , ) ( )
k u k k u

= + + -
ò

0

F
, ( 3.2 . 8 )

wobei

                                             F
                                                          ( k ) die Anfangsverteilung darstellt.

Im Folgenden wollen wir diese Überlegungen verallgemeinern und die Formänderung eines

beliebig geformten Staubteilchens betrachten ohne speziell auf die Verteilungsfunktion einzu-

gehen, da dafür die kontinuumsmechanische Näherung nicht überprüft worden ist (siehe Fuß-

note 3  in Kapitel 2.2 ).

Ein Staubkorn besitze die Oberfläche A ( u , v )  mit den beiden Flächenparametern u  und v . Es

sei von einem Gas umgeben, dessen Atome das Volumen V

atom

 beanspruchen. Wie ändert sich

durch Anla gerung der Gasatome an das Staubkorn dessen Oberfläche?  Greifen wir uns dazu

ein Flächenele ment

D
A  heraus:

A ( u , v )

A ( u  +

D
u , v )

A ( u , v  +

D
v )

D
A

                                                                  Abbildung 3.2 . 2 : Das Flächenelement

D
A  in der Entfernung A  vom Koordinatenursprung.

Die Zahl der Staubteilchen, die in der Zeit

D
t  auf diese Fläche treffen ist mit v v v

rel d

= -
durch

Z n f d A t

zu rel rel

R

= - -
ò

vn v v n v

v

0 0

3

3

( ) ( )

Q D D
( 3.2 . 9 )
gegeben (siehe auch (3.1.6) ). Um auf die Fläche eine Schicht der Dicke d  aufwachsen zu las-

sen, benö tigt man Z

d

 =  d

D
A  / V

atom

 Gasatome. Der Vektor A  wäre dann um d  in Richtung der

Flächen normalen n

0

 gewachsen. Wir können also eine Übergangsrate für das Wachstum eines

Flä chen vektors ange ben:

                                                                                                 w
                                                                                                                       A A n v n v v n v

v

( , ) ( , ) ( ) ( )
u v u v
d

Z
n f d A

d
rel rel

R

® +

                                                                                                              æ

                                                                                                              è

                                                                                                              ç
ö

ø

÷ = - -
ò

0 0 0

3

3

Q D
. ( 3.2 . 10 )

Dadurch ergibt sich eine Änderung von A  gemäß:

                                                          ¶

                                                                             ¶

                                                                  A

n v n v v n v

v

                                                                             ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( ( , )) ( ( , ) ( , ))

                                                                                   u v

                                                                                      t

V u v n u v u v f u v u v u v d

atom rel rel

R

                                                                                                                    = - -
ò

0 0 0

3

3

Q
( 3.2 . 11 )

Wie man sieht, hat sich das Flächenelement herausgekürzt, und man kann es ohne Probleme

gegen null gehen lassen. Die Sprungfunktion dient wieder dazu, die Gasatome zu ignorieren,

die sich vom Flächenelement entfernen.

Kompliziert wird die Sache dadurch, daß der Normalenvektor von der Fläche abhängt, die

sich ja mit der Zeit ändern soll. Er ist gegeben durch

n

A A

A A

0

=

´

´

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶
u v

u v

. ( 3.2 . 12 )

Dadurch entsteht das sehr komplizierte partielle Differentialgleichungssystem

                                                                         ¶

                                                                                             ¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

                                                                                 A

A A

A A

v

A A

A A
v v

A A

A A
v

v

                                                                                            ( , )

( , ) ( ( , )) ( , )

                                                                                                  u v

                                                                                                     t

V
u v

u v

n u v
u v

u v
f u v u v
u v

u v
d
atom

rel rel

R

= -

´

´

×

´

´

-

´

´
æ

è
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
ì

í
ï

ï

î
ï

ï
ü

ý
ï

ï

þ
ï

ï
ò

Q 3

3

( 3.2 . 13 )

Man sieht an dieser Rechnung sehr gut, wie schnell die Versuche, eine detaillierte Formbil-

dung zu berechnen, in analytische Unmöglichkeiten ausufern. Eine weitere Vertiefung (etwa

die nu merische Behandlung von Formbildung) würde den Rahmen dieser Diplomarbeit spren-

gen.

3.3  Heterogenes nicht stöchiometrisches Staubw achstum

Wir wollen wieder auf das Beispiel des SiO-Staubes zurückkommen. Die Staubverteilungs-

funktion lautet f ( N

Si

, N

O

, t )  und gibt die Zahl der Teilchen an, die N

Si

 Siliziumatome und N

O

Sauerstoffatome enthält. Ferner möge der Staub von einem Gasgemisch umgeben sein, der aus

kleinen SiO-Clustern besteht ( Si

2

-, Si-, O

2

-, O-, SiO-, SiO

2

-Cluster und so weiter). Wir be-

trachten hier nur die Anlagerung oder Verdampfung dieser Moleküle vom Staubkorn. Das

Wachstum, das durch Austausch von Si

m

O

n

-Molekülen in chemischen Re aktionen von statten

geht, soll hier nicht berücksichtigt werden. Der Übergangsvek tor, der die Anlagerung eines Si

m

O

            n

                  -Clusters bewirkt, lautet einfach

k

i

=
æ

è
ç
ö

ø

÷ =
m

n
m n
, , ,

1 2 3 , ( 3.3 . 1 )

deren Verdampfung k

i

=

-

-
æ

è
ç
ö

ø

÷
m

n

. ( 3.3 . 2 )

Die Übergangsraten sind gegeben durch

w
m

n
m n a m n
( ) ( ) ( , ) ( , , )
k k k k

® +
æ

è
ç
ö

ø

÷ =
A v f

rel

( 3.3 . 3 )

Wir setzen zur Vereinfachung
a
 = 1, was bedeutet, das jedes Gasmolekül am Staubkorn haften

bleibt. Eine Abnahme der Staubkorngröße kann somit nur durch Abdampfen erfolgen:

w
m

n
b m n
( ) ( ) ( , , )
k k k k

® -
æ

è
ç
ö

ø

÷ =
A ( 3.3 . 4 )

Die Übergangsraten für Prozesse, wie z.B. des Austausches von einem Si-Atom mit einem O-

Atom ist aufgrund des fehlenden dritten Reaktionspartners null:

w
m

n

( )
k k

® +

-
æ

è
ç
ö

ø

÷ =
0 ( 3.3 . 5 )

Man könnte so etwas als Auswahlregel bezeichnen, weil diese Bedingung verbotene Über-

gänge kennzeichnet. Dabei hängen diese Auswahlregeln entscheidend von der betrachteten

physikalischen und chemischen Situation ab, wie es schon in Kapitel 3.1  in etwas anderem

Zu sammenhang ange sprochen wurde. Existieren nämlich Moleküle A , die eine Reaktion

Si O O Si O Si

m n m n

A A

+ ® + ¢

- +

( ) ( )

1 1

( 3.3 . 6 )

bewirken, dann ist die Übergangsrate nicht null und der Übergang ist somit erlaubt! Die fol-

gende Skizze soll eine Vorstellung davon geben, welche Übergänge in der hier betrachteten

Situation (nur Anlagerung und Verdampfung) erlaubt sind:

k

i

N

Si

N

O

                                       Abbildung 3.3 . 1 : Erlaubte Übergänge, die einem Staubkorn widerfahren können. Teilchenaus-

                                       tausch ist bei den hier betrachteten Reaktionen aufgrund fehlender Reaktionspartner nicht er laubt.

                                       Selbst Si

                                                                                         m

                                                                                              O

                                                                                                        n

                                                                                                             -Moleküle können nicht als Reaktionspartner dienen, da sie wegen
a
 = 1 haf ten blei-

                                       ben.

Die Übergangsraten sind von der folgenden Form:

w

b

( )

( , )

( , )
k k k

® + =
ì

í

î
i
i Si O

i Si O
j A N N

A N N
für Wachst um

für Verdam pfung

( 3.3 . 7 )

Dabei nehmen wir an, daß j

i
a

i

 und
b

i

 konstante Größen sind. Der Geschwindigkeitsvektor er-

gibt sich dann zu

                                                                                                                        u k

( , ) ( ) ( , ) ( , )

N N j A N N A N N

Si O i i i

i

Si O Si O

Si

O

= - =
æ

è
ç
ö

ø

÷
å

b
t

t

1

1

. ( 3.3 . 8 )

Man beachte, daß 1

t

 auch hier die Dimension (Fläche * Zeit)

-1

 hat. Um die Funktion A ( N

Si

,

N

           O

                   )  zu be stimmen, gehen wir davon aus, daß jede Atomart ein gewisses mittleres Volumen

zum Staubkorn beiträgt. Das Siliziumatom das Volumen V

si

 das Sauerstoffatom das Volumen

V

          O

                  . Das Gesamtvolumen des als sphärisch symmetrisch angenommenen Staubteilchens ist

dann

V N V N V

Si Si o o

= +
, ( 3.3 . 9 )

woraus sich die Oberfläche zu

( )

A N N N V N V

V

Si O Si Si O O

A

( , )

= +

=

36

3

2

3

2

3
p

x

( 3.3 . 10 )

ergibt (siehe auch [8 ]). Die Kontinuitätsgleichung lautet damit

                                 ¶

                                                                   ¶

¶

¶ t

¶

¶ t

                                         f N N

                                                                           t N

A N N f N N

N

A N N f N N

q N N

                                                                       Si O

Si Si

Si O Si O

O O

Si O Si O

Si O

                                                   ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , )

                                                                                                                       +
æ

è
ç
ö

ø

÷ +
æ

è
ç
ö

ø

÷

=

1 1

( 3.3 . 11 )

und das Charakteristikensystem

( )

( )

( )
dN

dt

N V N V

dN

dt

N V N V

df

dt

N V N V f q N N

Si

Si

A Si Si O O

O

O

A Si Si O O

A Si Si O O Si O

= +

= +

= - + +

-

1

1

2

3

2

3

2

3

1

3
t
x

t
x

x g

,

,

( , ).

( 3.3 . 12 )

Dabei wird zur Abkürzung
g

t t

= +

V V

Si

Si

O

O

 geschrieben. Als Lösung für die Kontinui tätsglei-

chung ergibt sich die Verteilungsfunktion

                                             f N N t

V
t

V

N V V
t

N V V
t

q N N

V
dV

                                                                          Si O

A

Si

Si

A O

O

A

Si O

A

                                                      ( , , )

,

( , )

=

-
æ

è
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

×

- - -
ö

ø

÷
æ

è
ç
é

ë
ê

ê
ù

û
ú

ú

- - -
æ

è
ç
ö

ø

÷
é

ë
ê
ù

û
ú
æ

è
ç

ç
ö

ø

÷

÷

+
ò

1

3

1

3

1

3

1

3

2

3

3

1

3

1

3

3 3
x g

t g
x g

t g
x g

gx

F

( 3.3 . 13 )

Der genaue Rechenweg findet sich im Anhang C.

F
 gibt die Anfangsverteilung zur Zeit t = 0

wieder. Der Vorfaktor beschreibt, wie sich die Verteilung zu höheren Teilchenzahlen verdünnt.

In den Argu menten von

F
 stehen aber die Charakteristiken. Sie zeigen, wie sich ein be-

stimmter Zustand mit der Zeit ändert. Die Lösung stellt also ein Produkt aus retardierter Ver-

teilungs funktion und verdünnen dem Vorfaktor dar.

4  SCHLUSSBETRACHTUNG

In dieser Diplomarbeit wurde eine sehr effiziente Methode zur Behandlung von mehrdimen-

sionalen Staubwachstumsproblemen ausgearbeitet. Dabei gingen wir von einem Momenten-

ver fahren aus, das sich zur Behandlung von Staubwachstumsproblemen eines Ordnungspara-

me ters sehr bewährt hat, da sich die wichtigsten physikalisc hen Größen der Staubverteilungs-

funk tion mit Hilfe eines einfachen Differentialgleichungssystems berechnen lassen.

Die Tatsache, daß das Momentenverfahren aufeinanderfolgende Raten zusammenfaßt, verhin-

dert die Verallgemeinerung dieser Methode auf mehrere Dimensionen. Das mehrdimensionale

Momentenver fahren ist nur dann durchführbar, wenn die Raten von einer Linearkombination

der in der Staubver teilungsfunktion enthaltenen Parameter abhängen. Daß dies im Prinzip

einer Rückführung zum eindimensionalen entspricht, zeigt eine Para metertransformation, in

der die Parameter auf diese Linearkombination transformiert werden. Das Momentenverfah-

ren gibt aber durch den Ge schwindigkeitsvektor einen Hinweis, wie man fortfahren kann:

Definiert man sich über die Ra te n ein Geschwindigkeitsfeld, so läßt sich die Mastergleichung

in eine Konti nuitätsgleichung überführen, mit deren Hilfe man über das Cha rakteristikenver-

fahren die Ver teilungsfunktion direkt berechnen kann. Die Kontinuitätsgleichung stellt somit

eine weitere Methode zur Behandlung von Staubwachstumsproblemen dar. Das kontinu-

umsmechanische Verfahren läßt sich auf endlich viele Ordnungsparameter anwenden, ist aber

nicht für unendlich viele Ord nungsparameter überprüft worden. Hier finden sich noch Ansätze

zur wei teren For schung. Als Beispiel bietet sich wieder die Formbildung an: Wie groß ist die

Zahl der Teil chen, die eine be stimmte Form besitzen?  Dabei wird nicht von einem Quader als

Staubteil chengrundform aus gegangen, sondern von einer beliebig gef ormten Oberfläche. Das

erfordert dann unendlich viele Ordnungsparameter.

Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung ist es möglich ein Momentengleichungssystem aufzustel-

len. Aber auch hier kommt man an Einschränkungen nicht vorbei. Diesmal betrifft es das Ge-

schwindigkeitsfeld, das in einen zeitabhängigen skalaren und einen zeitunabhängigen vektori-

ellen Teil separierbar sein muß. Auch diese Bedingung ist zu stark, um komplexe Staubwachs-

tumsprobleme (wie z.B. Drift) behandeln zu können.

Zudem wurde die numerische Berechnung der Kontinuitätsgleichung vorgestellt. Das ist ins-

be sondere dann wichtig, wenn die Raten für eine analytische Berechnung zu kompliziert sind.

Dabei sind zwei Methoden vor gestellt worden. Die eine löst die Kontinuitätsgleichung mit

Hilfe des Charakteristikenverfah rens, das auch bei der analytischen Berechnung seine Anwen-

dung findet; die andere (das Standardverfahren zur numerischen Lösung von Differentialglei-

chungen) wandelt die par tiellen Ableitungen direkt in Differenzen um. Der Nachte il der letzte-

ren Methode ist der höhere Auf wand, den man bei der Diskretisierung trei ben muß. Dies führt

zu einer längeren Berechnungs zeit. Der Vorteil besteht darin, daß die Än derung der Ver tei-

lungsfunktion für einen fest vorge gebenen Bereich bere chnet werden kann. Das ist bei der er-

sten Methode nicht möglich, da der bei der Anfangsverteilung ausgewählte Bereich sich mit

den Charakteristiken mit bewegt.

Ein großer Vorteil des kontinuumsmechanischen Verfahrens ist die große Anwendungsvielfalt.

Die Herleitung der Kontinuitätsgleichung ist so allgemein, daß diese Methode nicht nur auf

astrophysikalische Anwendungen beschränkt ist. Es läßt sich jeder beliebige Prozeß aus der

statistischen Physik, der mit Hilfe einer Mastergleichung dargestellt werden kann, zu einer

Kontinuitätsgleichung nähern. Es muß nur das dazugehörige Geschwindigkeits feld ermittelt

werden. Voraussetzung dazu ist allerdings, daß die Raten in einer analytischen Form vorlie-

gen. Darüber hinaus wurde in Kapitel 3.1  mit Gleichung (3.1.17)  auf einen möglichen

Zusammenhang zur Boltzmanngleichung hingewiesen. Dabei stellt sich automatisch die

Frage, ob das Stoßintegral in der Boltzmanngleichung durch einen einfachen

quasikontinuierlichen Ausdruck genähert werden kann und somit die Boltzmanngleichung

einfacher zu lösen ist. Dies würde auch eine andere mögliche Berechnungsmethode der

Strahlungstransportgleichung zur Folge haben.

Mit Hilfe des Geschwindigkeitsfeldes lassen sich (z.B. durch die Ermittlung singulärer

Punkte) schon ohne die Berechnung der Verteilungsfunktion Aussagen über Eigen schaften der

Vertei lung machen. Es gelten natürlich immer die Sätze der Theorie der gewöhn lichen Diffe-

rential gleichungen, da ja eine Kont inuitätsgleichung immer in ein Charakteristiken system

überführt werden kann (z.B. schneiden sich zwei Charakteristiken nie, da das den Existenz-

und Eindeu tigkeitssatz der Lösung von gewöhnlichen Differentialgleichung verletzen würde).

Die Anwendungsbeispiele in dieser Diplomarbeit sollen nur eine Anleitung für die Herange-

hensweise an be stimmte Staubwachstumsprobleme geben. Die Vertiefung in Probleme wie

z.B. Formbildung würde den Rahmen die ser Diplomarbeit sprengen. Man sieht aber schon

anhand des heterogenen Staubwachstums pro blems, wieviel dieses Verfahren zu leisten im

Stande ist. Es ist daher zur analytischen Berech nung von statistischen Problemen dieser Art

nur zu em pfehlen.

5  ANHANG

5.1  Anhang A: Berechnung der M omentenglei chung für einen Ord-

nungsparameter

Wir beginnen mit der Mastergleichung und der Definition der Momente

( )

¶

¶
f k t

t

R k k k t R k k k t

K t g k f k t
i i

i

I

m m

k k

( , )

( , ) ( , ) ,

( ) ( ) ( , ) .

= - ® - ® +

=

=

=

¥
å

å

1

"

(A. 1 )

K

           m

                   ( t )  wird nach der Zeit abgeleitet und mit Hilfe der Mastergleichung auf

( )

                                                                                                                      dK t

dt
g k R k k k t R k k k t
m

m i i

k k
i

I

( )

( ) ( , ) ( , )

= - ® - ® +

=

¥

=
å
å

"

1

(A. 2 )

gebracht. Durch die Doppelsumme treten hier die meisten Raten zweifach auf und können

deshalb zu sammengefaßt werden. Für k

i

= 1,2  wollen wir das explizit hinschreiben.

    dK t

                    dt

                       m

                                ( )

                                                       =

           g k R k k g k R k k g k R k k g k R k k

             g k R k k g k R k k g k R k k g k R k

                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

                              " " " " " " " " " " " "

                               " " " " " " " " " " "

                                     + - ® + - + + ® + + + - ® + - + + ® +

  + + + ® + - + + ® + + + - ® + - + +

                                               0 1 0 0 0 1 0 2 0 0 0 2

                                               1 0 1 1 1 2 1 1 1 1 1

® +

  + + + ® + - + + ® + + + + ® + - + + ® +

  + + + ® + - + + ® + + + + ® + - +
k

             g k R k k g k R k k g k R k k g k R k k

             g k R k k g k R k k g k R k k g k

"

                               " " " " " " " " " " " "

                               " " " " " " " " " "

3

                                                2 1 2 2 2 3 2 0 2 2 2 4

                                                3 2 3 3 3 4 3 1 3 3

)

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R k k

" "

 �

+ ® +
3 5

Hierbei ist die k

                                                                                                                i

                                                                                                                   -Summation waagerecht und die k -Summation senkrecht durchgeführt. Die

mit den Pfeilen markierten Terme können jeweils zusammengefaßt werden. Eleganter löst

man die ses Pro blem, wenn man für positive k

i

 die Substitution k

alt

= k

neu

+ k

i

 beim ersten

Summenterm in  durch führt:

                             g k R k k k t g k k R k k k t

g k k R k k k t g k k R k k k t

                                      m i

      k k
m i i

k k k

m i i

k k k
k

m i i

k k
i

i

                                               ( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

                                                                                                    - ® = + ® +

= + ® + + + ® +

            =

             ¥

= -

¥

= -

-

=

¥

        å å

å å

                       " "

"

"

"

1

(A. 3 )

Man erhält dann

( )

                     dK t

                                    dt
g k k R k k k t g k k g k R k k k t

                                        m

m i i

                                                                                                         k k k

                                                                                                                  k

                                                                                       i

                                                                                           I

m i m i

k k
i

I

i

                                                ( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

                                                                        = + ® + + + - ® +

                                                                                                                = -

-

                                                                                           =

                                                                                                ¢

=

¥

=

¢

                                                                                                                    å

                                                                                     å åå

"

                                                                                                                        "

"

1

                                                                                                 1 1

wobei k k

I

1

0

, ,
�

¢

>
(A. 4 )

und weiter mit der Taylor-Näherung und der Forderung an die Raten

                                                         dK t

                                                                        dt
g k k R k k k t
dg k

dk
k R k k k t

J
dg k

dk
k k h k f k t

                                                                            m

m i i

k k k
k

i

I

m

i i

k k
i

I

k
m

i i

k k
i

I
i

                                                                                     ( )

( ) ( , )

( )

( , )

( )

( ) ( ) ( , )

                                                                                                            = + ® + + ® +

                                                                                                            = +

= -

-

=

¢

=

¥

=

¢

+

=

¥

=

¢
å
å åå

å
å

"

"

"

"

"

1

1 1

1
w

(A. 5 )

Der erste Term wurde hier mit J

k

"

+
 abgekürzt und bezeichnet alle mit g

m

( k )  gewichteten Raten,

die von einem Wert unter k

"

 zu einem Wert über k

"

 gehen. Für negative k

i

 führt man die Sub-

stitution k

                                                                  alt

                                                                                 = k

                                                                                                        neu

-
 k

i

 beim zweiten Summenterm von (A.2)  aus und erhält damit

                                      g k R k k k t g k k R k k k t

g k k R k k k t g k k R k k k t

                                              m i

               k k
m i i

k k k

m i i

k k k
k

m i i

k k
i

i

                                                       ( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

                                                                                                           ® + = - - ®

= - - ® + - - ®

                     =

                      ¥

= +

¥

= +

-

=

¥

                 å å

å å

                                 " "

"

"

"

1

wobei k k

I I

¢ + ¢ ¢

<

1

0

, ,
�

(A. 6 )

und weiter

( )

     dK t

                     dt
g k k R k k k t g k g k k R k k k t

                                                                                 J
dg k

dk
k k h k f k t

                        m

m i i

                                                                                                               k k k

                                                                                                                        k

                                                                                i I

                                                                                         I

m m i i

k k
i I

I

                                                                                          k
m

i i

k k

                                                                                                                     i I

I
i

                                 ( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

( )

( ) ( ) ( , )

                                                        = - - - ® + - - - ®

                                                        = - +

                                                                                                                     = +

-

                                                                                    = ¢ +

                                                                                              ¢ ¢

=

¥

= ¢ +

¢ ¢

                                                                                           -

=

¥

= ¢ +

¢ ¢
å

                                                                                      å åå

å
å

"

"

"

                                                                                               "

"

1

                                                                                                         1 1

1
w

(A. 7 )

Obwohl es auf den ersten Blick nicht den Anschein hat, sind J

k

"

-
 die gewichteten Raten, die

von einen Zustand größer als k

"
in einen niedrigeren Zustand übergehen. Jetzt kann man die

beiden i -Summationen zusammenfassen und erhält
dK t

dt

J J
dg k

dk
k k h k f k t

J k k g k f k t
m

k k
m

i i

k k
i

I

k i i m

k k

K
i

I

m

( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ,

( ) ( ) ( , ) ,

= - +

= +

+ -

=

¥

=

-

=

¥

=
å
å

å
å

-

" "

"

"

"

� � � �

� � �
w

w

1

1

1

1

(A. 8 )

wenn

dg k

dk
h k g k
m

m

( )

( ) ( )

=

- 1

(A. 9 )

erfüllt ist.

5.2  Anhang B: Quasilineare partielle Differentialgleichung

1.Ordnung

Dieser Anhang soll nur die wichtigsten Informationen zur Lösung von quasilinearen partiellen

Diffe rentialgleichung liefern. Er erhebt kein Anspruch auf eine vollständige Darstellung dieser

Theorie. Für ein tiefergehendes Studium sei auf jedes Lehrbuch von partiellen Differential-

glei chungen verwiesen z.B. [6 ].

Unter einer quasilinearen

11

 partiellen Differentialgleichung erster Ordnung der Abhängigen z

und der n  Unabhängigen x

i

 versteht man ganz allgemein eine Gleichung der Form

P x x x z p R x x x z

i n i

i
n

n

( , , , , ) ( , , , , )

1 2

1

1 2

� �

=
å

=
. (B. 1 )

Hier ist zur Abkürzung p
z

x
i

i

=

¶

¶

 gesetzt.

Unter einem Integral oder einer Lösung der Differentialgleichung (B.1)  versteht man eine ste-

tig differenzier bare Funktion z =
j
 ( x

1

, x

2

,

¼
, x

n

) , die die Differentialglei chung zur Identität

macht.

Der besseren Anschauung wegen beschränken wir uns zunächst auf n = 2 , da in diesem Falle

die Funktion z =
j
( x

1

, x

2

)  eine Fläche im dreidimensionalen Raum darstellt. Wir schreiben

dann kurz

x x

p
z

x

1

=

=

,

,

¶

¶
x y

q
z

y

2

=

=

,

¶

¶

(B. 2 )

also

P x y z p Q x y z q R x y z

( , , ) ( , , ) ( , , ).

+ =
(B. 3 )

Eine Kurve c : s

                                                                                                            ®
 R

3

 heißt eine Charakteristik der Differentialgleichung, wenn sie folgendem

Glei chungssystem gehorcht:

11
          Der Begriff �quasilinear^ dient zur Unterscheidung des Begriffes �linear^ bei den gewöhnlichen

Differentialglei chungen: Während eine gewöhnlichen Differentialgleichung linear ist, wenn sie in der
dx

ds

P x y z

dy

ds

Q x y z

dz

ds

R x y z

=

=

=

( , , )

( , , )

( , , )

(B. 4 )

In diesem Fall liegt die Kurve vollständig in der Lösung der Differentialgleichung, wenn die

Anfangs werte der Kurve x

0

, y

0

, z

0

 mit einer beliebigen Anfangsverteilung z

0

=
j
( x

0

, y

0

)  über-

ein stimmen:

z s x s y s

d

ds
z s
d

ds
x s y s

z x p y q

R Pp Qq

( ) ( ( ), ( )) ,

( ) ( ( ), ( )) ,

� � �

,

.

=

=

= +

= +
j

j

(B. 5 )

Eliminiert man dann den Kurvenparameter und danach mit Hilfe der Anfangsverteilungsfunk-

tion z

                                     0

                                             =

                                                           j
                                                                     ( x

                                                                                  0

                                                                                       , y

                                                                                                       0

                                                                                                            )  alle bis auf einen Anfangswert, ergibt sich die gesuchte Funktion z .

Eine Kontinuitätsgleichung für eine eindimensionale Verteilungsfunktion, die mit der Zeit

vari iert, möge ein illustratives Beispiel sein. Die Anfangsverteilung sei z

0

 =
j
( x

0

, t

0

= 0) . Ge-

sucht ist nun die Verteilungsfunktion, die sich nach einer Zeit t  ergibt, wenn man die folgende

Konti nuitätsgleichung zugrunde legt:

( )

¶

¶

¶

¶
z

t x
ax z
n

+ =
0 . (B. 6 )

Man erhält, nachdem man die x - Ableitung ausdifferenziert hat

¶

¶

¶

¶
z

t
ax
z

x
anx z
n n

+ = - - 1
. (B. 7 )

Die Charakteristischen Gleichungen lauten

Unbekannten und deren Ableitungen linear ist, genügt bei partiellen Differentialgleichung nur die Linearität der

Ableitungen der Unbe kannten.

a)

b)

c)
dt

ds

dx

ds
ax

dz

ds
anx z
n

n

=

=

= - -

1

1

(B. 8 )

Es ist nun möglich den Kurvenparameter s  schon vor dem Integrieren zu eliminieren. Das er-

leichtert in der Regel den Vorgang:

a)

b)
dx

dt
ax

dz

dx
n
z

x
n

=

= -

(B. 9 )

Die Integration dieses Systems liefert

( )

a)

b)
x x a n t t

z

z
x

x
n n

n

1

0

1

0

0

0

1

- -
- = - -

=
æ

è
ç
ö

ø

÷

( )

(B. 10 )

z

      0

             in Gleichung (B. 10b) ist durch die Anfangsverteilung

F
( x

0

, t

0

)  zur Zeit t

0

 = 0  gegeben.

Also

z
x

x
x t
n

=
æ

è
ç
ö

ø

÷
0

0 0

F
( , ) . (B. 11 )

Jetzt braucht man nur noch x

0

 durch (B. 10a)

( )

( )

                                                                                                 z
x a n t t

x
x a n t t t
n
n
n

n
n

                                                                                                            =

- - -
æ

è
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

- - -
æ

è
ç
ö

ø

÷

-
-

-
-

1

0

1

1

1

0

1

1

0

1

1

( )( )

( )( ) ,

F
(B. 12 )

und  t

                                      0

                                             durch 0 zu ersetzen

( ) ( )

z a n x t x a n t
n
n

n
n

n

= - - - -
æ

è
ç
ö

ø

÷

-

-

-

-

1 1 1

1

1

1

1

1

( ) ( )

F
. (B. 13 )

Mit mehr als zwei Parametern in der Verteilungsfunktion funktioniert das Ganze genauso, nur

daß sich die Zahl der charakteristischen Gleichungen um die Zahl der Parameter erhöht (vgl.

(B.1) ):

dx

ds

P

dz

ds

R
i

i

=

=

,

.

(B. 14 )

Als Beispiel wollen wir eine Funktion f  annehmen, die von x  und y  sowie der Zeit t  abhängt.

Die Kontinuitätsgleichung laute:

( ) ( )

¶

¶

¶

¶

¶

¶
f

t x
ax f

y
by f
n m

+ + =
0 (B. 15 )

Daraus ergeben sich nach Elimination von s  folgende charakteristischen Gleichungen:

( )
a)

b)

c)
dx

dt
ax

dy

dt
by

df

dt
f amx bny
m

n

m n

=

=

= - +- -
1 1

(B. 16 )

Die Gleichungen (B. 16  a + b) ergeben :

( )

( )

( )

( )
a)

b)
x x m a t t

y y n b t t
m m

n n

1

0

1

0

1

0

1

0

1

1

- -

- -

- = - -

- = - -

(B. 17 )

Gleichung (B. 16 c) löst man, indem man x  und y  durch (B. 17)  ersetzt:

( )

( )

( )

( )

1

1 1

0 0

1

0 0

1
f
df

dt
am

m a t t x
bn

n b t t y
m n

= -

- - +

-

- - +

- -

(B. 18 )

und integriert:

                                                                                                        ln ln

( )

ln

( )
f

f
m

m
m at x

x
n

n
n bt y

y
m

m
n

n

0

0

1

0

1

0

1

0

1
1

1

1

1

                                                                                                                     æ

                                                                                                                     è

                                                                                                                     ç
ö

ø

÷ =

-

- +
æ

è
ç
ö

ø

÷ +

-

- +
æ

è
ç
ö

ø

÷

-

-

-

-

(B. 19 )

Dabei wurde der Anfangszeitpunkt t

0

 wieder auf null gesetzt. Mit Hilfe der Logarithmusge-

setze läßt sich dieser Ausdruck in Produkte zusammenfassen:

f f
m at x

x
n bt y

y
m

m
m

m
n

n
n

n

=

- +
æ

è
ç
ö

ø

÷

- +
æ

è
ç
ö

ø

÷

-

-

-

-

-

-

0

0

1

0

1

1

0

1

0

1

1

1 1

( ) ( )

. (B. 20 )

f

     0

           geht nun durch die Anfangsverteilung

F
( x

0

, y

0

)  hervor:

f x y
m at x

x
n bt y

y
m

m
m

m
n

n
n

n

=

- +
æ

è
ç
ö

ø

÷

- +
æ

è
ç
ö

ø

÷

-

-

-

-

-

-

F
( , )

( ) ( )

0 0

0

1

0

1

1

0

1

0

1

1

1 1

. (B. 21 )

Der letzte Schritt besteht nun darin die Anfangswerte x

0

 und y

0

 mit Hilfe der Charakteristiken

(B. 17)  zu eliminieren:

( ) ( )

( ) ( )
f x y t x m at y n bt

m at x n bt y
m
m
n
n

m
m

m
n
n

n

( , , ) ( ) , ( )

( ) ( )

= - - - -
æ

è
ç
ö

ø

÷

×

- - × - - ×

-
-

-
-

-
-

-
-

F 1

1

1

1

1

1

1
1

1
1

1 1

1 1 1 1

(B. 22 )

Es ist bei dem Charakteristikenverfahren außerordentlich wichtig die Integrationskonstan ten

mitzu ziehen, da sie die Sc hnittstelle zwischen alter und neuer Verteilung darstellen. Das wird

besonders deutlich, wenn man ein Problem numerisch lösen will (siehe Kap. 2.2.8).

5.3  Anhang C: Lösung der Kontinuitätsgleichung für SiO-Staub

In Abschnitt 3.3 erhielten wir die Kontinuitätsgleichung für den SiO-Staub:

                                                                                   ¶

                                                                                     ¶

¶

                                                                                                                       ¶ t

¶

¶ t

                                                                                           f

                                                                                             t N

A N N f

N

A N N f q N N

Si Si

Si O

O O

Si O Si O

                                                                                                         +
æ

è
ç
ö

ø

÷ +
æ

è
ç
ö

ø

÷ =

1 1

( , ) ( , ) ( , ) . (C. 1 )

Daraus ergibt sich das Charakteristikensystem

( )

( )

( )
a)

b)

c)
dN

dt

N V N V

dN

dt

N V N V

df

dt

N V N V f q N N

Si

Si

A Si Si O O

O

O

A Si Si O O

A Si Si O O Si O

= +

= +

= - + +

-

1

1

2

3

2

3

2

3

1

3
t
x

t
x

x g
( , )

(C. 2 )

mit der Abkürzung

g

t t

= +

V V

Si

Si

O

O

.

Multipliziert man nun Gleichung (C. 2 a) mit V

Si

 und Gleichung (C. 2 b) mit V

O
und addiert

diese, er hält man eine Differentialgleichung für V

dV

dt

V

A

= g x 2

3

, (C. 3 )

die als Lösung

V V
t

A

1

3

1

3

0
3

- =
gx

(C. 4 )

besitzt. Gleichung (C. 3 ) läßt sich nun mit den Gleichungen (C. 2  a + b) kombinieren, indem

man Glei chung (C. 3 ) nach dt  auflöst und in (C. 2  a + b) einsetzt. Es ergibt sich:

a)

b)
dN

dV

dN

dV

Si

Si

O

O

=

=

1

1
t g

t g

,

.

(C. 5 )

Diese beiden Gleichungen lassen sich leicht integrieren, da
t
 und
g
 Konstanten sind:

a)

b)

N N V V

N N V V

Si Si

Si

O O

O

- = -

- = -

,

,

( ),

( ).

0 0

0 0

1

1
t g

t g

(C. 6 )

Mit der letzten Gleichung aus (C. 2 ) wird genauso verfahren:

df

dV
f

V
q N N

V

Si O

A

= - +

2

3

2
3

( , )

gx

. (C. 7 )

Die Lösung ist

f

V

V
f
q N N

V
dV

Si O

A

=
æ

è
ç
ö

ø

÷ +
ò
0

0

2
3

2
3

( , )

gx

. (C. 8 )

Weil die Quellen hier nicht bekannt sind, steht zu Abkürzung das Integral über die Quellen.

Für dessen Lösung müssen die Charakteristiken für N

Si

 und N

O

 in q  eingesetzt, das Volumen-

integral gelöst und schließlich die Anfangswerte  N

Si ,0

 und N

O ,0

 wieder mit den

Charakteristiken eliminiert werden.

f

     0

           geht aus der Anfangsverteilung hervor:

f

V

V

N N
q N N

V
dV

Si O

Si O

A

=
æ

è
ç
ö

ø

÷ +
ò
0

0 0

2
3

2
3

F
( , )

( , )

, , gx

(C. 9 )

Jetzt braucht man nur noch die Konstanten V

0

, N

Si ,0

, N

O ,0

 mit Hilfe der Gleichungen (C. 6  a +

b) und (C. 4)  zu eliminieren und erhält die gesuchte Verteilungsfunktion

                                              f N N t

V
t

V

N V V
t

N V V
t

q N N

V
dV

                                                                           Si O

A

Si

Si

A O

O

A

Si O

A

                                                       ( , , )

,

( , )

=

-
æ

è
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

×

- - -
ö

ø

÷
æ

è
ç
é

ë
ê

ê
ù

û
ú

ú

- - -
æ

è
ç
ö

ø

÷
é

ë
ê
ù

û
ú
æ

è
ç

ç
ö

ø

÷

÷

+
ò

1
3

1
3

1
3

1
3

2
3

3

1

3

1

3

3 3
x g

t g
x g

t g
x g

gx

F

(C. 10 )

6  LITERATURVERZEICHNIS

[ 1 ] z.B. A. Unsöld, B. Baschek: �Der neue Kosmos^. Springer-Verlag, Fünfte Auflage, Kap. 6

[ 2 ] A. Gauger, H.-P- Gail, E. Sedlmayr: �Dust formation, growth and evaporation in a cool

pulsating circumstellar shell^. Astron. Astrophys. 235, 345-361 (1990)

[ 3 ] H.-P. Gail, E. Sedlmayr: �Dust formation in stellar winds. IV. Heteromolecular carbon

grain formation and growth^. Astron. Astrophys. 206, 153-168 (1988)

[ 4 ] D. Krüger, P. Woitke, E. Sedlmayr: �A general multi-component method for the descrip-

tion of dust grain processing^. Astron. Astrophys. 113, 593-602 (1995)

[ 5 ] C. Hoffmann: �Grundlagen des Momentenverfahrens zur Beschreibung von Staubbil-

dungs prozessen^. Studienarbeit am Institut für Astronomie und Astrophysik der TU -Berlin

[ 6 ] Courant, Hilbert: �Methoden der mathematischen Physik^. Band II, 2. Auflage 1968 S. 13.

[ 7 ] Bronstein, Semendjaev: �Taschenbuch der Mathematik^. B. G. Teubner Verlagsgesell-

schaft

[ 8 ] C. Dominik, E. Sedlmayr, H.-P. Gail: �Dust formation in stellar winds. VI. Moment equa-

tions for the formation of heterogenous and core-mantle grains^. Astron. Astrophys. 277, 578-

594 (1993)

[ 9 ] E. Sedlmayr: �Dust condensation in stellar outflows^. L. J. Allamandola and A. G. G. M.

Tielens (eds.), Interstellar Dust, 467-477

[ 10 ] J.-M. Winters, C. Dominik, E. Sedlmayr: �Theoretical spectra of circumstellar dust shells

around carbon-rich asymptotic giant branch stars^. Astron. Astrophys. 288, 255-272 (1994)

[ 11 ] C. Dominik, H.-P. Gail, E. Sedlmayr: �The size distribution of dust particles in a

dust -driven wind^. Astron. Astrophys. 223, 227-236 (1989)

[ 12 ] E. Schmutzer: �Grundlagen der Theoretischen Physik^. Teil I, BI Wissenschaftsverlag

(1989)

7  DANKSAGUNG

Auf dem Weg zu dieser Diplomarbeit haben mir viele Personen geholfen, denen ich zu tief-

stem Dank verpflichtet bin. Die Reihenfolge der nachstehenden Aufzählung ist rein zufällig

und gibt keinen Hinweis darauf, wer mir mehr oder weniger geholfen hat, bzw. wem ich mehr

oder we niger danke.

An dieser Stelle danke ich...

¼
                meiner Familie für die emotionale und finanzielle Unterstützung

¼
                meiner Schwester, die für mich die Studienarbeit abgetippt hat

¼
                Prof. Sedlmayr für die interessante Aufgabe und die Unterstützung beim Antrag für die

                    Stu dienhilfe

¼
                dem Bezirksamt Wilmersdorf von Berlin, das dem Antrag zugestimmt hat

¼
                Beate für die geduldige Hilfe und den vielen wissenschaftlichen und formellen Tips und

                    Tricks (von denen ich  einen nie befolgt habe ;-)

¼
                Boris und Jessica, die mir ihren schnellen Drucker zur Verfügung gestellt haben

¼
                meinem sozialen Umfeld, das dafür sorgt, daß man nicht nur in Formeln spricht.